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ПРЕДИСЛОВИЕ

Настоящая книга является второй частью сборника задач и содер-

содержит материал, относящийся к двум важным разделам курса матема-

математического анализа— "Интегралы" и "Ряды". Сборник состоит из пяти

глав.

В первой главе рассматриваюся общие приемы и методы интегри-

интегрирования, содержится большое число задач, связанных с нахождением

первоообразных для рациональных, иррациональных и трансцендент-

трансцендентных функций.
Вторая глава посвящена определенному интегралу. Рассматрива-

Рассматриваются определение и свойства интеграла Римана, формула Ньютона-

Лейбница, правило дифференцирования интеграла с переменными

верхним и нижним пределами интегрирования, формулы замены пе-

переменного и интегрирования по частям, различные методы оценки

и приближенного вычисления интегралов. Много внимания уделяет-
уделяется приложениям определенного интеграла к решению геометрических
и физических задач.

В третьей главе рассматриваются несобственные интегралы.

В четвертой главе изучаются числовые ряды. Рассматриваются
свойства сходящихся рядов, критерий Коши сходимости ряда, ряды с

неотрицательными членами. Много внимания уделено абсолютно и не

абсолютно сходящимся рядам.

Пятая глава посвящена функциональным рядам. Особое внимание

уделяется таким трудным для усвоения понятиям, как равномерная

и неравномерная сходимость функциональных последовательностей и

рядов (§17, 18). Рассматриваются критерии равномерной сходимос-

сходимости, признаки Вейерштрасса, Дирихле и Абеля равномерной сходимос-

сходимости функциональных рядов. В § 19 изучаются свойства равномерно

сходящихся последовательностей и рядов, в § 20 — степенные ряды,

в § 21 — ряд Тейлора, в § 22 — тригонометрические ряды Фурье.
Асимптотическому представлению функций посвящен § 23, а в § 24

рассматриваются бесконечные произведения.

Сборник предназначен для студентов, обучающихся во втузах с

расширенной программой по математике и в университетах, а также

для преподавателей. Большой набор задач разной степени трудности

дает возможность преподавателю использовать сборник при работе



Предисловие

со студентами в аудитории, при составлении контрольных работ и

заданий. Он может оказаться полезным и для лиц, самостоятельно

изучающих математику.

Первое издание вышло в 1986 г. Во второе издание внесен ряд изме-

изменений. В каждом параграфе вначале дан справочный материал, затем

приведены примеры с решениями и задачи с ответами. Добавлены за-

задачи в главах 3-5.

Авторы выражают глубокую благодарность коллективу кафедры
высшей математики МФТИ, многолетняя плодотворная работа кото-

которой в значительной степени способствовала появлению этого сбор-
сборника.



ГЛАВА 1

НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ

§ 1. Общие приемы и методы интегрирования

СПРАВОЧНЫЕ СВЕДЕНИЯ

1. Первообразная и неопределенный интеграл. Функция
F(x) называется первообразной функции /(ж) на некотором проме-

промежутке, если F(x) непрерывна на этом промежутке и дифференци-

дифференцируема в каждой его внутренней точке, причем F'(x) = f(x).
В курсах математического анализа доказывается, что для каждой

непрерывной функции первообразная существует.
Если Fi{x) и ^(ж) —две первообразные функции /(ж), то ^(ж) =

= F\(x) + С, где С
—

некоторая постоянная.

Если F(x) — первообразная функции /(ж), то множество

{F(x) + C, CG/?},
т. е. совокупность всех первообразных функции /(ж), называется не-

неопределенным интегралом функции /(ж) и обозначается

/(ж) dx.

Таким образом, по определению

+ C}, A)

где F(x) — какая-либо первообразная функции /(ж), а С — произ-
произвольная постоянная.

Формулу A) принято записывать без фигурных скобок, т. е. опус-
опуская обозначение множества:

ff(x)dx = F(x) + C.

Символ / называется знаком интеграла, /(ж) — подынтегральной

функцией, /(ж) dx — подынтегральным выражением, ж — переменной
интегрирования.

2. Свойства неопределенного интеграла.
1. Если функция /(ж) имеет первообразную, то

= /(ж), d[Jf{x)dx) =f(x)dx.

2. Если /(ж) — дифференцируемая функция, то

j f\x) dx = /(ж) + С, fdf(x) = /(ж) + С.
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3. Если функция f(x) имеет первообразную и a Е /?, то функция
af(x) также имеет первообразную, причем при а ф 0 верно равенство

/ af(x) dx = a I f(x) dx.

4. Если функции fi(x) и /2 (ж) имеют первообразные на некотором

промежутке, то функция Д(ж) + /2 (ж) также имеет первообразную на

этом промежутке, причем

(Л + + У/2
3. Формулы для основных неопределенных интегралов.

Каждая из нижеследующих формул верна на каждом промежутке,

принадлежащем области определения подынтегральной функции.

/та+1
Г dr

x*dx=- + С, аф-1. 2. /
а + 1 J х + а

С.

3. [axdx=^—+C, а>0, а^1; Гех dx = ех + С.
У In а У

4. sinx dx = — cosx + С. 5. cosxdx = sinx + С.

п Г dx „

^ f dx
6. / —5— = tg я; Ч- G. 7. / —^=

У cos2 ж У sin2 ж

8. shxdx = chx + С. 9. / chxdx = shx + C.

10. f—^-=thx + C. 11. /—^-=-cthx + C
ch2x

dx 1 X 1 X
= - arctg —V С — arcctg —hC,

a a a a

= arcsin —\-С = — arccos —Ь С, |ж|<а,
а а

4. Интегрирование подстановкой (заменой переменной).
Пусть на некотором промежутке определена сложная функция
f(cp(x)) и функция t = ip(x) непрерывна на этом промежутке и диф-

дифференцируема во всех его внутренних точках; тогда если интеграл

/ /(?) dt существует, то интеграл / f(ip(x))ip'(x) dx также существу-

ех, причем

fMxW{x)dx = ff{t) <=^у B)

Эту формулу называют формулой интегрирования подстановкой.

Если для функции t = (р{х) на рассматриваемом промежутке су-

существует обратная х = (p~1(t), то формулу B) можно переписать в
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Jf(t)dt= ff(<p(x))<p'(x)dx
виде

/ f(t)dt= I f(v(x))v'(x)dx
x=(p~1(t)

или, если исходную переменную интегрирования обозначать как

обычно через ж,

ff(x)dx= [f(<p(t))<p'(t)dt C)

Формулу (З) обычно называют формулой интегрирования заменой

переменной.

Замечание. При использовании формулы C) в записи решения

знак подстановки \x=(p-i^ обычно опускают.

5. Интегрирование по частям. Пусть функции и(х) и v(x) не-

непрерывны на некотором промежутке и дифференцируемы во всех его

внутренних точках. Тогда если на этом промежутке существует ин-

интеграл / vu' dx, то существует и интеграл / uv' dx, причем

/ uv' dx = uv
— I vu' dx или / udv = uv

— v du. D)

Формула D) называется формулой интегрирования по частям. При-
Применение формулы D) целесообразно в тех случаях, когда подынтег-

подынтегральное выражение f(x) dx удается представить в виде произведения

двух множителей и и dv таким образом, чтобы интегрирование выра-
выражений dv и vdu являлось задачей более простой, чем интегрирование

исходного выражения.

По известному дифференциалу dv функция v и определяется не-

неоднозначно, но в формуле D) в качестве v может быть выбрана любая

функция с данным дифференциалом dv.

Иногда для вычисления интеграла формулу интегрирования по

частям приходится применять несколько раз.

ПРИМЕРЫ С РЕШЕНИЯМИ

Пример 1. Найти какую-либо первообразную F(x) функции
f(x) = 1/у/х, х G @; +оо), и ее неопределенный интеграл.

А Так как {2фс)' = 1/у/х, х > 0, то

F(x) = 2у/х, х > 0,

Г f(x)dx = Г -^ dx = 2л/х + С, х G @; +оо). А

Пример 2. Для функции f(x) = 1/ж, х G (—оо;0), найти перво-

первообразную F(x), график которой проходит через точку (-2; 2).
А Так как (In \х\)' = 1/ж, то In |ж| — одна из первообразных функ-

функции /(ж) = 1/х и, следовательно, искомая первообразная F{x) имеет

вид F(x) = In |ж| + С, где С
—

некоторая постоянная. Постоянную С
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находим из условия F(—2) = 2, т. е. In 2 + С = 2, откуда С = 2 — In 2.

Таким образом,

F0) = In |ж| + 2 - In 2 = In \x/2\ + 2. А

Пример 3. Найти / (х - 2ех) dx.

к Используя свойства 4 и 3 неопределенного интеграла и таблич-

табличные интегралы 1 (при а = 1) и 3, получаем

f(x-2ex)dx = [ xdx-2 f ex dx =
у

- 2еж + С, х е R. А

Пример 4. Найти / (л/^~2^J ^ж>

= / dx -

dx
Пример 5. Найти / —

J х -4х2

dx , 1 fdx 1 f dx

0. А

/x2 - 3 -

x±^9
dx.

dx

Пример б. Найти /

A / — . dx = / —=J Vx^^9 J V^2

= 1п(ж + л/ж2 + 3) - 3 In \x + л/ж2 - 3| + G, \x\ > \/3. A

Пример 7. Найти / cos2 - dx.

A f 2 X 7 /" 1 + C0S Ж 7 1

A J cos2 ^dx =

J 2 2

,
11 f x

-J cosxdx=-

Пример 8. Найти tg2xdx.
А На каждом интервале, где определена подынтегральная функ-

функция, получаем

/ tg 2x dx = / ( — 1) dx = tg ж - х + С. к
J J Vcos2x /

Пример 9. Найти Г3х • 52х dx.

. 52ж dx= f75xdx =
In 75

С, х е R. к



§1. Общие приемы и методы интегрирования

Пример 10. Найти интеграл:

1) [{3x-5I0dx; 2) Гх2 fybx3 + Ыж; 3) ftgxdx;
л\ t dx \ \ ^ к -\ [ х1 dx п, С х2 + 1 ,

4) / —, \х\ < -

; 5) / . ; 6) / . аж.у У 2 + cos2 ж
' '

2
у У VI - ж16 У \/ж6 - 7ж4 + х2

А 1) Найдем интеграл с помощью формулы B), предварительно

преобразовав его следующим образом:

I {Зх - 5I0 dx=^J{3x- 5I0(Зж - 5/ dx.

Положив в формуле B) t = ip(x) = Зх — 5 и /(?) = t10, получим

t=3x-5

Таким образом,

(Зж-5I0^ж= 1.^f( t=3x-5 об

Замечание. Обычно, пользуясь формулой B), в записи решения

для краткости опускают знак подстановки \t=(p^ . Например, вычис-

вычисление данного интеграла проводят так:

J{3x - 5I0 dx = iy(Зж - 5I0 ^(Зж - 5) =

2) По формуле B), положив в ней t = (р(х) = 5ж3 + 1, f{t) =

получаем

, Г d cos ж , , „

dx — — \ = — In cosx\ + 6 .

cos ж

с/ж

3 cos2 ж + 2 sin
= f 1

in2 ж У 3 + 21

3) [tgxdx= f-J J c<

/с/ж
/*

2 + cos2 ж
~

У

ч Г x7 dx
_

1 /" ^8
_

1

6) / .

Ж' + 1
= da; = / y

-1 + 1/ж'
= da; =

У л/Ж6 - 7Ж4 + Ж2 У л/ж2_7+1/ж2

dx

2tg 2ж cos2 ж
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_

Г d(x - 1/х) _

Г
~

У л/(ж - 1/жJ - 5

~

У

+ С. к

Пример 11. Найти интеграл:

3)
dx

ж2л/1 + ж2/
'

WVeHl

А 1) Воспользуемся формулой C) интегрирования заменой пере-
переменной. Подынтегральная функция определена на промежутке х ^ 0.

Сделаем замену переменной х = t2
,

t ^ 0. Согласно формуле C), по-

положив в ней

т
— ,n(f\ — /2 г/ \

_

х — v^v6/
— 6 1 J \х)

~

получим

t

J
У

J 2 + t J 2 + t

= 2t - 4 In 12 + ?| + С = 2л/^ - 4 In 12

2) Сделаем замену переменной, положив х = 1/?; тогда

dx — —- dt.
z

Следовательно,

3) Положим ех + 1 = t2
,

t > 0; тогда

еж б?ж — 2tdt и б?ж

Следовательно,

с/ж c/t t-\
C. A

Пример 12. Найти интеграл:
Зж - 1 , ^ч Г Зж + 4

1
ч /* Зж - 1 ,

оч /* Зж
1) /— <ix: 2) /7 У ж2 - ж + 1

' У У л/З^Т -6ж-8

А 1) Представим подынтегральную функцию в виде линейной ком-

комбинации двух рациональных дробей так, чтобы числителем первой

дроби была производная знаменателя х2 - х + 1, а числителем вто-

второй дроби — единица:

Зж-1
_

3 _2ж -1,1 1
~

2
'

~х~2ж2-ж 2- 2ж2-ж

Интеграл от каждого слагаемого легко вычисляется:

3 Г 2х-^ 3 rd(^?±l)=3 Hx2_2Уж2-ж + 1 2Уж2-ж + 1 2V
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1 /* dx
_

1 Г d(x- 1/2) _

1 2х - 1 ~

2 У Ж2_ж + 1
"

г У (Ж _ 1/2J + 3/4-^!
g
~7Г

+ 2"

Таким образом,

Зж - 1 , 3 , / 2 , 1 \ ,

2) Представим подынтегральную функцию в виде линейной комби-

комбинации двух дробей так, чтобы числителем первой дроби была произ-

производная квадратного трехчлена, стоящего в знаменателе, а числителем

второй дроби
—

единица:

Зж + 4 3 -2ж +

л/-ж2 + 6х - 8 2 V-ж2 + 6ж - 8

Теперь интеграл легко вычисляется:

3

-г

V—ж2 + 6ж — 8
= -| f(-x2 + бх - S)-1/2^-^2 + бх - 8)

2У

+ 13 / -^y—^- = -3V -ж2 + 6ж - 8 + 13 arcsin^ - 3) + С. А
У 1 - (x - 3J

Пример 13. Найти интеграл / .

У sin ж

А 1-й способ:

ж

2

2-й способ:

d(x/2) _ f d(x/2) _ f dig (ж/2)

/dx _

Г sinxdx
_

Г dcosx
_

1 ,

sin x J sin2 ж У cos2 ж — 1 2

•пособ:

Г dx
_

Г d(x/2) _

Г d(x/2) _

Г

У sin ж
~

У sinfa/2)cosfa/2)
~

У tg (ж/2) сов2(ж/2)
~

У tg (ж/2)

= 1п

Пример 14. Найти интеграл:

1) In xdx; 2) х sinxdx.

А 1) Положим и = In ж, dv = dx; тогда

По формуле интегрирования по частям получаем

/Г
dx

1пжб?ж = ж1пж— \х — = ж In ж — х + С.
У ж

2) Положим и = ж, di7 = sin ж б?ж; тогда

du = б?ж, v = — cos ж,

и, согласно формуле D),

/ ж sin xdx — —х cos ж + / cos xdx — —ж cos ж + sin ж + С А

C. A
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Пример 15. Найти интеграл:

1) x2exdx; 2) / arccos2 xdx.

А 1) Положим и = х2
,

dv = ех dx; тогда

du = 2xdx, v = ех.

По формуле D) имеем

[х2ех dx = х2ех - Г2хех dx.

К полученному интегралу снова применим формулу интегрирования
по частям. Положив и = 2ж, dv = ex dx, найдем

cfa/ = 2с?ж, г; = еж.

Следовательно,

J2xex dx = 2хех - Г 2ех dx = 2хех - 2ех + С.

ПОЭТОМУ Г
2 2 О1ОчЖ,^/ ятеж б?ж = (ж2 - 2х + 2)еж + С

Замечание. Решение этого примера можно записать короче:

fx2ex dx = х2ех - J2xex dx = x2ex - 2(хех - Гех dx^j =
= (ж2 - 2х + 2)еж + С.

2) Пусть и = arccos2 ж, dv = dx; тогда

,
2 arccos x ,

du =
, ах, v = х.

Согласно формуле D)
ж arccos ж dx

/2
у 2 , о f х агСС'

arccos xdx — хarccos x + 2 /
—

У л/Г

Для вычисления полученного интеграла еще раз воспользуемся фор-
формулой D), положив

и = arccos ж, dv = xdx/yl — х2.

Тогда /-

du = -dx/yl - х1,

и, вычислив интеграл

ж с/ж
_

Г xdx
_

_

Г , г——2 _

_

г——-

J у/1 — ж2 У

возьмем v = -л/1 - ж2. В результате получим

/ж
arccos ж , /: « /" ,

—. ах = —

у 1 — xz arccos ж — \ ах —

—

— л/1 — ж2 arccos ж — ж + С2.

Итак, / arccos2 xdx = х arccos2 ж — 2л/1 — х2 arccos ж — 2ж + С. А
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Пример 16. Найти интеграл J— / л/а2 — х2 dx, a^O.

А Положим и = \Ja2 - х2
,

dv — dx\ тогда

ж с/ж
du — —

7,2 - .7-2
v — х.

По формуле D) получаем

J/
о

9
/ Ж СьЖ

=
ху az—xz+ I .

J v a2 — ж2

Запишем подынтегральную функцию последнего интеграла в виде

2/2 2\
a — (a — x )

-

у a2 - x2\

тогда будем иметь

J/ су су i cl ax
у

= xy az — xz + I —j^=^=
— J.

J va2 — x2

Таким образом, с помощью формулы интегрирования по частям

получено уравнение, из которого J легко определяется:

a2 f dx жл/а2 — ж2 а2 ж ^

Т / / о
=

о
+
Т

arcsm "^ + С' А
^ У л/а2 — ж2 ^ ^

у- _ жу'а2 — ж2 ~2

Пример 17. Получить для интеграла

рекуррентную формулу

А Используем формулу интегрирования по частям для интегра-
интеграла Jn. Положим

и =

Тогда

и, следовательно,

, —2nxdx

х
. о f x dx

wrzr + In

Прибавим и вычтем а2 в числителе подынтегральной функции полу-
полученного интеграла:

(ж2+а2)-а2 ,

B 2\п+1
^Х'

Записав последний интеграл в виде разности интегралов, получаем

(ж2+а2)п
2nJn — 2na2Jn+i,
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откуда

Так как г dx
_

1 х

J x2 + а2 а а

то, положив в полученной формуле п = 1, можно найти J2. Зная J2,
можно найти Js и т. д. А

ЗАДАЧИ

1. Для функции /(ж) найти первообразную F(x), график которой
проходит через точку (жо; Уо)'-

1) /(rr) = l/BV5)+sin(rr + l), xG@;+oo), (l;l);
2) /(х) = 2/х-3/х2, xG(-oo;0), (-l;l);
3) f(x) = \x\, xeR, (-2; 4).
2. Найти интеграл:

1) fx(x + l)(x-2)dxi 2) f(x2-lJdx;
о\ ffs ,

4
, 2А^ ил /*ж2-ж + 1л к\ f I /—Та

$) / ^" "^—^ "^— )ах] 4) / —

ах; о) \ xWxWxax;
J \х6 х2 х) J у/х J V

10) /(^16- -^K die; 11) /^ _.

,
J J v 16 — ж4

12) J22xexdx; 13) /" ^^ dx; 14) / ^r^I 5 15) Г sin2 ^ dx;

16) fctg2xdx; 17) fth2xdx; 18) fcth2xdx.

3. Пусть функция F(x) является первообразной функции /(ж) на

всей числовой оси. Доказать или опровергнуть следующие утверж-

утверждения:

1) если /(ж) — периодическая функция, то и F{x) — периоди-
периодическая функция;

2) если f(x) — нечетная функция, то F(x) — четная функция;
3) если f(x) — четная функция, то F(x) — нечетная функция.
4. Доказать, что функция /(ж) = sign ж не имеет на всей числовой

оси ни одной первообразной.

5. Привести пример разрывной функции, для которой на всей

числовой оси первообразная существует.

6. Найти все первообразные функции:

1) ж|ж|, ж е /?; 2) |1 + ж|-|1-ж|,ж?/?;
3) Bж-3)|ж-2|, же/?; 4) е1ж1, же/?; 5) \shx\, же/?;
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— х 1 если

> 1; J v ' у' 'j j v j

\ i - и, если i^

8) [x] • | sin7nr|, x G [0; +oo).
7. Найти интеграл (а ф 0):

e dx; 2) / sm(ax + 6)ax; 3) / (ax+ 6) ax;

4) / sm2 {ax-\-b) dx; 5) / cos(ax + b) cos(ax — 6) a'x;

6) / sinaxsin(ax + b) dx.
J

8. Найти интеграл:
с/жdx

- 12ж - ' ; з)
7

'

15
' /

с/ж
; 6)

с/ж

dx
л/2 + Зж - 2ж2

л/17 - 4ж - ж2

9. Доказать равенство

если

Найти интеграл A0-16).

+
a + 1

In |(^(ж)| + С, если a = — 1.

Зж-2

-1,

10. 1

3) /ж2-ж-ИЖ; 4) У 5ж2-ж + 2-'
^ У л/ж2-4ж + 5^7

о) / . аж; 7) / . аж;7
У л/4ж2+4ж + 3

^
У л/3 + 4ж - 4ж2

2-Зж + 5ж2
'

2ж - 1 ,
сЛ

Г Зж - 6

dx
8) / . = dx; 9) / . ;

У л/1 + ж2-ж4 У жл/3 + 7ж2

10) / fx ж>2; 11)J J (ж-1)л/ж2-Зж + 2
У

12) Г^/х2 + 2x

Ж С/Ж

ж5 с/ж Зж2 — 1
; 6)

х dx

7) / —;—7 «ж; 8) / —:—- dx.J J ж4 + 1
' 7 У ж4 + 1

12. 1) Гх2л/х3 + ldx; 2) Гху/T^dx; 3) Гх3л/х2 -ldx;

л) f
x'dx

. ^ / ^
. 6^ f dx

. 7^ У V^^T' ^
J l + xy^TT'

j
У лА+\^'



16 Гл. 1. Неопределенный интеграл

; 9) J 2
; 10) J

*

2
.

13. 1) jxe-x"dx- 2) Je2x2+2x-1Bx + l)dx; 3) |
4) I"—*> ; 5) /е^; 6) (-?

8) [-??=; 9)У 7 7е4ж + 1

e2x— елл J yex — 1

¦ ch
З sh2xdx

^^; 2) / 4ж In ж In In ж

In ж с/ж

3)

6)
In ж с/ж

ж у 1 — 4 In ж — In2 ж

1е i\ f . 6 j оч /* втжс/ж оч /" 1 1 ,

15. 1) / sin x cos xdx; 2) / ; 3) / — cos - dx;
У У 1 + cos ж J x2 x

4) ctgxdx; 5) [ -^-; 6) |
с/ж

cos ж ^ж

vcos 2ж

/sin
л/ж /* / с /* sin^ ж

—-^- dx; 8) / v sin x cos x dx; 9) /

1Qj
/" 8тжс/ж

,

n^
r sing

^. 12^
/•

У л/1 + 2 cos ж У л/cos 2ж У

1 о\ /" sin 2ж с/ж
14Л / S^n ^Ж ^Ж

У л /9fi sin2 т -I- Q гп«2 ^> У д/sin2 Ж — COS2 Ж

8тжс/ж
^, 17)

г

л/1 + 4 cos ж + cos2 ж У

у 25 sin2 ж + 9 cos2 ж

15) [Ш^х. i6) /•
У sin ж У

dx;

18) i^i?ida;; 19) [
еЩХ

\ct%x dx; 20) /0Sa: ^

sm 2ж У cos2 ж ygsina? _ i

Л?! -,\ f dx o4 f /агсвтж ,

оЧ /" arccos2 2ж ,

16* Х) / гл 2 : ; 2) Ml 2"^5 3) / y dx;
У л/1 — ж2 arcsm ж У V -1- "" x J л/1 — 4ж2

Г bar

У л/1 — ж

— ж^ arcsm ж

In arccos ж

— ж^ arccos ж

arctg ж

fc; 6)/^dx
ж2

^ч /" arctg л/ж , oN /" arctg ex ,

7) / -—*-?-= dx; 8) / —-f— dx.
y У A + ж)л/ж

у У сЬж

17. Найти интеграл:

1) хе~х dx; 2) x2xdx; 3) /xshxdx; 4) /х In xdx;

5) / ; 6) | xln dx;

7) fxalnxdx, aeR; 8) |(x2 - 2x + 3) ln(x + 1) dx.
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18. С помощью формулы интегрирования по частям найти ин-

интеграл:

, [ х2 dx v [ dx
ij J (l+*2J'

Z) J D + ^J-

Найти интеграл A9-21).

19.1) [xcosEx-7)dx; 2) [xsin2dx; 3) f -^- ;
J J J cos2ж

4) xtg22xdx; 5) /^—^^ dx; 6) s'mx-Intgxdx.
J J J- COS Ж j

20. 1) diTctgxdx; 2) / arccosEx — 2) dx; 3) / xarcctgxdx;

4) / ж2 arcsin2жdx; 5) x3aictgxdx; 6) /

7) diTctgy/xdx; 8) / — <ix; 9) / жл/l — x2 arcsin x dx;
«/ J v 1 — x2 J

10) t^tBdx.
21. 1) f(x2 -6x + 2)e3xdx; 2) fx22xdx; 3) fx2sm2xdx;

4) f(x2- x + l)chxdx; 5) Г(x2 + IJ cosxdx; 6) Гx5 sinbxdx.

22. Доказать формулу (Рп(х) — многочлен степени n, a / 0):

Ри(а;)еаа; cto = (Pn(x) - ^± + ... + (-1)»?Ц
а

cos axоч fn / \ •

у (-r> r \ pn{x) Pn\x) \ cos

2) Pn(x)smaxdx = -[Pn(x) - -J]4r1 +4 -

...

V a a3 a5 /a

3) Pn(x)cosaxdx = (Pn(a) ^-^ +
V ;

inax
|

4
(JL

|
/PA(x) PA(x)

|
V 3V a a

Найти интеграл B3, 24).

23.1) f\n2xdx; 2) [ ^L dx; 3) /7 —Veto;
J У x2vx J \ x J

4) / In2 (ж + л/1 + ж2) cfo;; 5) /arcsin2 ж б?ж; 6) xdbYctg2xdx.

24. 1) fVx2 +adx; 2) Гx2y/x2 + a2 dx;

3) [eaxsmbxdx, a2 + b2 ^0; 4) Гeax cosbxdx, a2 + b2 y? 0;

5) / Зж cos ж б?ж; б) / е3ж sin f 2ж — — J <ix; 7) / sin ж ch ж <ix;
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8) / ( —|-) dx; 9) / еах sin2 Ъх dx; 10) xexsmxdx;

11) x2excosxdx; 12) xexsin2xdx; 13) / sinlnx(ix;

14) Г coslnxdx; 15) fx2sm\nxdx; 16) fearccosxdx.

25. Получить для интеграла Jn (n E /V) рекуррентную формулу:

1) Jn= fxneaxdx, a^O; 2) Jn = Г \пп х dx;

3) Jn = [xalnnxdx, аф-l; 4) Jn= f .X dx, n > 2;
У У уж2 + a

5) Jn = / sinn ж с?ж, n > 2; 6) Jn = / cosn ж <ix, n > 2;

7) Jn = fshnxdx, n > 2; 8) Jn = fchnxdx, n > 2;

n>2; lO)Jn=/-^_, n>2.
smn ж

Найти интеграл B6-28).

26. 1) fx8e~xdx; 2) f\n4xdx; 3) fx3\n3xdx; 4) f
x dx

•

J J J У v^2 + 9

5) [cosbxdx; 6) [sin6xdx; 7) [-^-; 8) / -^f- .

У У У sin0 ж У сп'ж

27.1) fx3e~x2dx; 2) Iе^dx; 3) fx2e^xdx; 4) Г l^^ dx;
J J J J x

r, Г xlnxdx n, Г 1п(ж2 - 1) ,

^, Г r-
5 /^f=r^; 6 / V-tt ^ж; 7) /v^eУ V1 + ж2 У vж + 1 У

^ sin

n

lfx8) / cos2 л/ж <ix; 9) / cos2 In x dx; 10) /
n

lfx dx;
J J J sin ж

/о
Г ж2еж

cos ж • ln(l + sin x)dx; 12) /- — dx.
J \x ~г Л)

x arctg ж2 dx; 2) / e~^arctg ex dx; 3) /ж arccos - dx;
j j x

.ч Г arctg л/^ у r\ f • / ^ у n\ f • 2л/ж 7

4) / —
ь v

йж; 5) / arcsinW dx; 6) / arcsin —-— dx.

29. Найти функции /(ж), ж G @; +оо), удовлетворяющие усло-

условию /'О2) = 1/ж, ж > 0.

30. Найти функции /(ж), же/?, удовлетворяющие условию

ж, если ж G A; +оо).

31. Найти функции /(ж), ж G @; +оо) и #(ж), ж G /?, удовлетво-

удовлетворяющие условиям

xf'(x2) + ^;(ж) = cos ж
— Зж3, /(ж2) + g{x) = sin ж — ж4.

32. Найти функцию /(ж), ж G @; +оо) и ^(ж), ж G /?, удовлетво-
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ряющую при х > 0 условиям:

1) f(x) + g{x) = х + 1, f'(x) - g'(x) = О,

f'Bx)-g'(-2x) = l-

2)/(x)+#(x)=x4/6, /'(x)-</(*)= sinx, /'Bx)-</( x)= 0.

ОТВЕТЫ

1. 1) V^-cos(x + l) + cos2; 2) In |x| + 3/x + 4; 3)x|x|/2 + 6.

2. 1) x4/3 - x3/3 - x2 + C; 2) x5/5 - 2x3/3 + x + C;

3) -4 " " + 21n|x|+C; 4) \х2фс- \хфс
XX DO

15) x/2 - (sinx)/2 + C; 16) -ctgx - x + C; 17) x - thx + C;

18) x-cthx + C.

3. 1) Неверно; 2) верно; З) неверно.

5. Указание. См. [1, задачу 13.173], а = 2.

3
' '

2 2
'

B/3)ж3 - G/2)ж2 + 6х- 20/3 + С, если х ^ 2;

4)F(a;) = (-e"a: + 2 + C' "Тп
* < °'

; v ;

\ex + C, если х ^ 0;

р:\ z^/ \
_

Г 1 — chx + С, если х < 0,
' ^ '

~

у chx
— 1 + С, если х ^ 0;

fi^ FM _ / ж - ^3/3 + С, если |х| ^ 1,
0; [Х) ~ \ х - х|х|/2 + A/6) signx + С, если |х| > 1;

х + С, если |х| ^ 1,
(х3 + 2signx)/3 + С, если |х| > 1;

8) ([х]/тг)([х] - (-l)W costtx) + С.

7. 1) - еах + С; 2) cos(ax + b) + G;
a a
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3)
1

¦ (ax -У Ъ)а+ -У С, если аф—1, - In |аж + Ь| + С, если

4) - - — sm2(ax + 6)+ C; 5) — У + С;

в)и;

3)

5)

х cos Ь

2

2
П "Г

In х-У

1

я т

1

2

sinBx -

4а

ctg (^у
4ж-5

т

ЬЬ)

~+х

1; 4) —' }
16

1 , Зж + 5
— In
18 1 - Зж

Зж-5

5ж -3
1

47; 6) —= arcsinУ
л/2 5

+

7) In (ж - 1 + \/ж2 - 2ж + 5) + С; 8) arcsin

10. 1) 1п|3ж2 -7ж + 1| + С;

2) — i arctg
10ж-3

5л/зТ л/31
2ж - 1 - л/5оч -Li |2 -il ±

6) - т\х — х — 1\ —

j.^
—

2 2лД 2ж - 1 + л/5

4) i lnEx2 - х + 2) ?= arctg
1Ож " 1

J
5 ^

J
5л/39

5) Зл/ж2 4ж I 5 -Ь С*

6) i л/4ж2 + 4ж + 3 + 11пBж + 1 + л/4ж2 + 4ж + 3) + С;

7)-iv^ - 4ж2 + 7- arcsin

1 . Q О^г2 — 1

8) - i VI + х2 - х4 + -Л arcsin ^^ + С;
^ 4 V5

— 1 1
ж — х1 Л— arcsinBa;

— 1) + С;

12)

11.1) 1A-
1

¦ \/ж2 + 2х + 5 + 21п(ж + 1 + \/ж2 + 2ж + 5) + С.

3) 1A-^-"- 1A-

4) ^ - ?- + \ - Щ- + х - In \х + 1| + С; 5) In \х3 - х + 1| + С;
4

arctg—^- + C;
/2

12.1)
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i ln(e2- +
4

4) -ж -

-j= + 21n(l + Vex) + С; 5) 2e^x + С; 6) arcsin — + С;

7) 2 arctg л/еж - 1 + С = -2 arcsin е~ж/2 + d;

FTpT) + С; 9) ar(j^2a? + С;

Ю) ^ УA + ежO - | УA + ежK + С; 11) ln|th 11 + С;

12) 2arctgеж + С; 13) i (сЬ2ж - 1пA + сЬ2ж)) + С;

'
3

Ж~
5

14.1) 11п3ж + С; 2) 1п|1п1пж|+С;

3) In ж - In 2 • In | In ж

4) -I In2 1±
4 1 —

6) —

v 1 — 4 In ж — In2 x — 2 arcsin — h С
л/5

15.1) -sin7x + C; 2) -ln(l + cosx) + G; 3) - sin - + C;

4) In | sin x\ + C; 5) In |tg (ж/2 + тг/4)| + С;

6) -l= |; 7) -

2 (-3- sin4 ж - ^ sin2 ж + i ) л/sin3 ж + С;
V 11 7 о /

С; 12) -^= arcsin(л/2 sin ж) + С;
л/2

9) - Vcos5 x - 2VCOS ж + С; 10) -л/1 + 2 cos ж + С;
о

11) --^= 1
л/2

13) - л/25 sin2 ж + 9 cos2 ж + С; 14) л/2 sin2 ж - 1 + С;
8

15) -^Ус^ + С;

16) - lnB + cos ж + л/со82ж + 4со8ж + 1) + С;

17) sin In ж + С; 18) i In2 tgж + С; 19) е^х + In |tga:| + С;

20) 2arctgv/esina; - 1 + С = -2 arcsine-(sinx^2 + Сь
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16. 1) In I arcsin ж| + С; 2) - arcsin3/2 ж + С; 3) - - arccos3 2ж + С;
3 6

4) - i In2 arccos ж + С; 5) i arctg 3x + С; 6) -

-Л arcctg 4/3ж + С;
2 о 4

7) (arctg д/жJ + С; 8) arctg 2еж + С.

17.1) -е-ж(ж + 1) + С; 2)
In 2

с. 3) жспж-8пж

4) |-(
6) ir

; 5) а; 1п(ж + л/ж2 + 4) - л/ж2 + 4 + С;

1+1
ж

7) ——- ( In ж ) + С, если а ф —1, - In2 ж + С, если а = —1;
а +1 \ а +1 / 2

18. 1) I (arctg, - ^) + С; 2) 1 (arctg § + ^) + С.

19. 1) | sinEx - 7) + J- cosEx - 7) + С;
2 -.

2) —— - sin 2х - - cos 2ж + С; 3) ж tg х + In | cos x\ + С;

4) |tg2x+ jln|cos2x|- у +С; 5)-xctg|+C;
6) In — cos х • In tg ж + С.

20. 1) ж arctg ж- - 1пA + ж2) + С;

2) ? (Eж - 2) arccosEx - 2) - л/-25ж2 + 20ж - 3) + С;
о

оч ж + (ж2 + l)arctgx ^
.ч ж3 .

о
2ж2 +1 /^ т—«

^

3) — ho; 4)
— arcsin 2ж Н —— V1 - 4ж2 + С;

5)
ж4 — 1

7) A + x)diTctgy/x — у/х + С; 8) —ж — л/1 — х2 arccos ж + С;

9) ^C-ж2)- ^ A-ж2K/2 arcsin ж + С;

10) 4л/2 + ж - 2л/2-жагс8т(ж/2) + С.

3) у-
-

у ) cos2ж + | sin2ж + С;

4) (ж2 — ж + 3)вЬж — Bж — 1)сЬж + С;
5) (ж4 - Юж2 + 21) sin ж + 4ж(ж2 - 5) cos ж + <

с 4ж3 24ж \ cos 5ж
у»'-' _L I-ж5

125У (ж4
23. 1) жAп2ж-2

2) -Аж-з/2(91п2а, + 31па, + 2^ +с_

25 625
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3) -^2
4) ж In2 (ж + л/ГТж2) - 2л/1 + х2 1п(ж + л/ГТж2) + 2ж + С;

5) ж arcsin2 ж + 2л/1 — ж2 агсвтж — 2ж + С;

6) arctg 2ж — ж arctg х -\— 1п(ж2 + 1) + С.

24. 1) | л/ж2+а +
"

In ж + л/ж2 + а| + С;

оч жBж2 + а2)

3
1 + In 3

^ч sinxshx — cosxchx
7J

^ ^ч
sin 2ж — 5 cos 2ж Яг

7; 6) е6х

}
а2 +

2 ' у

— а2 cos 26ж — 2а6 sin 2bx

2а(а2 + 462)
ж sin ж + A — ж) cos ж

13л/2
- cos

~8~

¦С;

sin 2x — cos 2ж — 2 _2ж
о

e

11
ч (x — IJ sin ж + (ж2 — 1) cos ж ж ^

e +O;

, D- 10aj)sin2aj - Eж + 3) сов2ж + 25(ж -
l2)

50

1 оч (sinlna;-coslna;)a; ^ 1
.ч (sin In ж +

loj ho; 14J

ч C sin In ж -С08 1пж)ж3 ^
ч ж-л/Г

loj — ho, 1DJ

ho;

25. 1) Jn= 1жпеаж- -Jn_u 2) Jn = x lnn ж - nJn_i;
а а

„ч xa+1 lnn ж

4) Jn =

5) Jn = -

aJn-2',

j _

sinxcosn lx
Jn — Z 1

7) Jn =
n

n-l

П

n-l

Jn-2]

Jn-2]

9) Jn = -

П

COS Ж

+ Jn-2]

(n - 1) sin71)
sh.x n-2

H гЛг-2-
П — 1

26. 1) -(ж8 + 8x7 + 8 • 7x6 + 8 • 7 • 6ж5 + ... + 8! ж + 8!)е-ж + С;
2) (In4 x - 41п3 ж + 12In2 ж - 241пж + 24)ж + С;
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3)

4) ^ (( ^5 - ЗОж3 + 405ж) л/ж^ТЭ - 36451п(ж + л/ж2 +5)) + С;

гЧ 3 cos4 ж + 4 cos2 ж + 8 .
^

о) — sinx + G;
i-D

п, 8 sin4 ж + 10 sin2 ж + 15 .

о ,

5ж
, ^

6) - sm2a;+_+C;

7) -

COS Ж 3 COS Ж

4 sin4 ж 8 sin2 ж

27. 1) - 1 (ж2 + 1)е"ж2 + С; 2)

3)

4)

6)

1)е^ + С;
- 60ж + 120а;1/2 - 120)е^ + С;

7; 5) Va^TTln - - In
^ + * *

+ С;
e ж

- 1) - 4) - 4л/21п

7) 2B - х) cos д/ж + 40; sin л/х
Ж

С;

С;8) I + ^ s
2 2

9) ^E + co

10) — (ж + ctgx
• ln(e sin ж)) + С;

11) sin x ln(l + sin2 ж) — 2 sin x + 2 arctg sin ж + G; 12)

28.1) ^x2arctgx2 -

^ln(l + x4) + C;

2) -ж + \ ln(l + е2ж) - e-^arctge^ + C;

ж-2

ж + 2

ех +С

I ^2 ^
3) - - (sign ж) vж2 — 1 + — arccos —\- С;

4) 2л/х + 1 arctg л/ж - 2 ^(д/ж + V^ + 1) + С;

5) ж arcsin . / — л/х + arctg л/ж + С;

6) -2 sign (I - ж) д/ж" + A + ж) arcsin p^- + С.

оо /Ы-2/F+r ЯП ffr^ - /ж + 1 + СГ' если ж ^ 0,29. /(ж) - 2^ж + С. 30. /(ж) - | еЖ + ^ есди х > Q

31. /(ж) = С - ж2/2, ^(ж) = sin ж - ж4/2 - С.

оо л\ -е( \
х

i 1 г* ^ А / ж/2 + С, если ж > 0,32. 1)/(ж)=-+1-С, 9(x) = [3
cos ж

¦с,

Ж COS Ж ^-у .-.

J 12 ~2 '
еСЛИ Х

'

ж cos ж

+ 1 - С, если ж ^ 0



§2. Интегрирование рациональных функций 25

§ 2. Интегрирование рациональных функций

СПРАВОЧНЫЕ СВЕДЕНИЯ

1. Интегрирование элементарных дробей.

Каждая рациональная функция на каждом промежутке, принадле-

принадлежащем ее области определения, представима в виде суммы многочлена

и элементарных рациональных дробей (см. [1, § 6])
A Mx + N 2 .

^ пр1 - 4q < 0.
(х - а)п

'

(х2 +px + q)n
'

Поэтому интегрирование рациональных функций сводится к разложе-
разложению рациональной функции на элементарные дроби и к интегрирова-
интегрированию элементарных дробей и многочленов.

Интегрирование элементарных дробей производится следующим

образом:

1) / = А\п\х - а\+С;
J х а

dx

2 1-n V 2 JJ ((x+p/2J+ q-p2/4)n'

Последний интеграл линейной подстановкой t = х + р/2 приводится
к интегралу Jn, для которого в примере 17 из § 1 получена рекур-

рекуррентная формула.
Из формул 1)-4) следует, что интеграл от элементарной дроби

выражается через рациональные функции, логарифмы и арктанген-
арктангенсы. Поэтому неопределенный интеграл от любой рациональной функ-

функции на всяком промежутке, принадлежащем ее области определения,
является элементарной функцией, представимой в виде алгебраичес-
алгебраической суммы композиций рациональных функций, логарифмов и арктан-
арктангенсов.

2. Метод Остроградского. Если знаменатель правильной рацио-
рациональной дроби P(x)/Q(x) имеет кратные корни, особенно комплекс-
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ные, то интегрирование такой дроби обычно связано с громоздкими

выкладками. В этом случае целесообразно пользоваться следующей
формулой Остроградского:

J Q(x)aX- Q,(x)
+ J Q2(*)

В этой формуле Q2{x) — многочлен, имеющий те же корни, что и

многочлен Q(x), но все корни многочлена Q2(x) простые (однократ-
(однократные). Многочлен Qi(x) есть частное от деления многочлена Q(x) на

многочлен Q2(x), т. е. Qi(x) = Q(x)/Q2(x), а Р\(х) и Р2(х) — это

некоторые многочлены, степени которых соответственно меньше сте-

степеней многочленов Q\{x) и Q2{x). Если корни Q{x) известны, то тем

самым известны многочлены Q\{x) и Q2{x). Для отыскания много-

многочленов Р\(х) и Р2(х) их записывают с неопределенными коэффициен-
коэффициентами, которые находят после дифференцирования обеих частей фор-
формулы Остроградского. Если Р2 ^ 0, то, так как корни Q2(x) простые,

Г Р2(ж) ,
,

интеграл / ) \ ах есть функция трансцендентная; она равна сумме
J Q2O)

слагаемых вида

aarctg(o-r + /3) + ЫпG + S) + С, а2 + Ь2 ф 0.

В связи с этим второе слагаемое в формуле Остроградского называ-

ют трансцендентной частью интеграла /
^ '

dx, а первое слагае-

J Q(x)
мое — его рациональной частью. Метод Остроградского позволяет най-

найти алгебраическую часть интеграла от правильной рациональной дро-
дроби чисто алгебраическим путем, т. е. не прибегая к интегрированию

каких-либо функций.

ПРИМЕРЫ С РЕШЕНИЯМИ
xdx

Пример 1. Найти / Ч/Ж
ж

w .н
J 0 + 1H + 2H-3)

А Знаменатель рациональной дроби имеет простые корни х\
= — 1,

х2 —
— 2, жз = 3. Поэтому разложение на элементарные дроби имеет

х
_

А\ Ач Аз

Из этого равенства рациональных дробей следует равенство многочле-

HOR*'

х = Аг(х + 2)(х - 3) + А2(х + 1)(ж - 3) + А3(х + 1)(ж + 2).
Полагая последовательно х = — 1, ж = — 2, ж = 3, находим

Т< е<
Ai = 1/4, А2 = -2/5, А3 = 3/20.

Следовательно,
= i In |х + 1| - | In |х + 2| + ^- In |х - 3| + С А

2)(х-3) 4
~ ' '

5
' ' ' '

20
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Пример 2. Найти / —-— — dx.
J ZiX X i.

А Подынтегральная функция — неправильная рациональная дробь.

Разделив многочлен Р(х) = 2ж4 + 5ж2 - 2 на многочлен Q(x) =

= 2х3 - х - 1, получим частное Т(х) = х и остаток R(x) = 6ж2 + х -

—2. Следовательно, данная рациональная дробь представляется в ви-

виде суммы многочлена и правильной рациональной дроби следующим
образом: 4 2 2

2ж + 5ж — 2
_

6ж + ж — 2

2ж3 - х - 1
~ Х

2ж3 - ж - Г

Многочлен <3(ж) = 2ж3 — ж — 1 имеет действительный корень х = 1.

Разделив Q(x) на ж — 1, получим

QO) = 2х3 - х - 1 = (х - 1)Bж2 + 2х + 1).

Трехчлен 2ж2 + 2х + 1 не имеет действительных корней, поэтому раз-
разложение полученной правильной рациональной дроби на элементарные
имеет вид 2

6ж + ж — 2
_

А Мж + N

2ж3 - ж - 1
~

ж-1 2ж2 + 2ж + 1
'

Из равенства дробей следует равенство многочленов:

бж2 + ж - 2 = АBж2 + 2ж + 1) + (Мх + N)(x - 1).
Положив здесь х = 1, получим 5 = 5А, т. е. А = 1. Приравняв коэф-
коэффициенты при х2 и свободные члены многочленов, получим

б = 2А + М, -2 = А - N,

откуда М = 4, 7V = 3. Таким образом, подынтегральная функция

представима в виде

2ж4 + 5ж2 - 2 1 4ж + 3
= х +

2ж3 - ж - 1 ж-1 2ж2 + 2ж + 1

и, следовательно,

2ж4 + 5ж2 _ 2

2ж3 - ж - 1
Ж ~

_|_ 1 г-| ^у» 1 _|_ / г/^Т* —I— I f\i* "=.

2
' ' J 2ж2 + 2ж + 1 У 2ж2 + 2ж + 1
2

= — + In |ж - 1| + 1пBж2 + 2ж + 1) + arctg Bж + 1) + С. А

„
о

тт
„ /* 2ж3 + ж2 + 5ж +1 ,

Пример 3. Найти / 7Ч\ dx•
J (ж2+ 3)(ж2-ж + 1)3)(ж2-ж + 1)

А Разложение подынтегральной функции на элементарные дроби
имеет вид

2х* + х, + Ъх + 1 Ах + в
^

Cx + D

(9
i О\/ 9 i1\ 9iO 9 i1*

ж^ + 3)(ж2 — ж + 1) ж^ + 3 х1 — ж + 1

По определению равенства рациональных дробей имеем

2ж3 + ж2 + 5ж + 1 = (Ах + #)(ж2 - ж + 1) + (Сх + ?>)(ж2 + 3).
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Из равенства многочленов следует, что их коэффициенты при одина-

одинаковых степенях х равны, поэтому

2 = А + С,
l = -A + B + D,
5 = А - В + ЗС,

жи

Эта система имеет решение: А = О, В = 1, G = 2, D = 0. Следова-

Следовательно,

ж3

ж2

ж1
.0

/
2ж3 + ж2 + Ъх + 1 ,

аж =

2-*+i)

arctg -?= ¦

х4 + 1)

= — arctg —= + In (ж — х + 1) Н—— arctg
:

v 3 v 3 v 3

Пример 4. Найти /

А Разложим знаменатель рациональной дроби на множители:

хъ + х4 - х3 - х2 = ж2(ж3 + х2 - х - 1) = ж2(ж + 1)(ж2 - 1) =

= ж2(ж + 1J(ж-1).
Из полученного разложения следует, что подынтегральная функция
разлагается на элементарные дроби следующим образом:

х4 +1
_

А 1? С ?> ?7

ж2(ж + 1J(ж — 1) ж ж2 ж —1 ж + 1 (ж + IJ
Из равенства дробей следует равенство многочленов:

ж4 + 1 = Ах(х - 1H + IJ + В(х - 1H + IJ +
+ Сх2(х + IJ + Dx2(x2 - 1) + Ех2(х - 1). A)

Положив в равенстве A) поочередно ж = 0, ж = 1, ж = — 1, получим
В = — 1, С = 1/2, i? = — 1. Чтобы найти коэффициент А, продиф-
продифференцируем обе части равенства A) и затем положим в нем ж = 0.

При дифференцировании правой части будем выписывать только те

слагаемые, которые не обращаются в нуль при ж = 0:

4ж3 = А(х - 1H + IJ + В(х + IJ + 2В(х2 - 1) + ...

Отсюда при ж = 0 имеем 0 = —А — В, т. е. А = 1. Для определения

коэффициента D поступаем аналогично: дифференцируем обе части

равенства A), причем выписываем только те слагаемые правой части,

которые не обращаются в нуль при ж = — 1; получаем равенство

4ж3 = Dx2(x - 1) + 2Ех(х - 1) + ?ж2 + ...,

из которого при ж = -1 имеем

откуда находим D = —1/2. Следовательно,
(ж4 + 1) dx ,,.11,,

1
1 ,

, 1, ,
1

, п

¦^—i—-ъ 2
= In И Н h - In |ж - 1| - - In |ж + 1| Н + С.
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Использованный здесь прием отыскания коэффициентов А и D удо-
удобен в тех случаях, когда знаменатель рациональной дроби имеет крат-

кратные корни. А

/4ж
8х

—г-—

-^ dx.

А Разложение подынтегральной функции на элементарные дроби
имеет вид

4ж2 - 8х
_

А В Cx + D Ex + F

Следовательно,
±-db \DdU /i V *JU Л- I \ dU | X I | * -/ I dU | X I |

+ (Сж + D)(x - lJ(x2 + 1) + (Еж + F)(x - IJ. B)
Приравняв соответствующие коэффициенты этих многочленов, мож-

можно получить систему шести линейных уравнений с шестью неизвест-

неизвестными А, В, С, D, Е, F и решить ее. Но проще поступить иначе.

Положив в равенстве B) х = 1, найдем 5 = — 1. Затем положим х = г,

тогда будем иметь

_4 - 8г = (Яг + Я)(г - IJ = 2Я - 2гЯ.

Приравняв действительные и мнимые части, получим —4 = 2Я, —8 =
= —2Я, т. е. Е = —2, Я = 4. Продифференцируем обе части ра-

равенства B), причем будем выписывать только те слагаемые, которые
не обращаются в нуль при х = 1. Тогда получим

8х - 8 = А(х2 + IJ + 2В(х2 + 1Jж + ...

Отсюда при х = 1 имеем 0 = 4А + 8В, т. е. А = 2. Продифференциру-
Продифференцируем обе части равенства B), выписывая только те слагаемые, которые

не обращаются в нуль при х = г:

8х - 8 = (Сх + D)(x - 1J2ж + Е(х - IJ + (Ех + ЯJ(ж - 1) + ...

Подставив в это равенство х =
г, найдем последние 2 коэффициен-

коэффициента: G = —2, D = — 1. Таким образом,
2
- 8ж ,

v2, 2 1ч2
аж =

>ж-4 ,

1
,

. /* dx
= 21п|ж- 1| Н Ц- -1п(ж2 + 1) -arctgx+ / +4^

Последний интеграл находим по рекуррентной формуле (см. при-
пример 17 из § 1):

dx 1 ( х , ,
\

,
„

—- +arctgx +C.

Итак,

чо/ о г^г б?Ж = 1П
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Пример 6. Найти методом Остроградского интеграл примера 5.

А В этом случае многочлен Q(x) = (х - 1J(ж2 + IJ, поэтому

Q2(x) = (х- 1)(х2 + 1), Q^x) =Я^=(Х- 1)(х2

Следовательно, существуют многочлены второй степени

Р1(х) = Ах2 +Вх + С и Р2(х) = ах2 + Ьж + с,

1).

для которых верно равенство

4ж2 - 8ж ,
_

Ах2 + Вх + С
—

1) [X ~\- 1) [X
—

1ДЖ + 1)

ах2 + Ъх + с

+ 1т^
Рациональную дробь удобно сразу представить в виде

(ж - 1)(ж2 + 1)
суммы элементарных дробей и переписать формулу Остроградского
следующим образом:

~

- 8ж

У (ж-

, А
dx = / 7 ^ WT~ dx'

J \ х 1 Ж -\~ 1 /

Дифференцируя обе части этого равенства, получаем

4ж2 - 8х
_

_ (ж - 1)(ж2 + l)BAx + B)- (Ах2 + Бж + С)Cж2 - 2ж + 1)

D ?7ж + -Р

ж^Т ж2 + 1
'

откуда следует равенство многочленов:

4х2 -8х = -4х4 - 2Бх3 + (А + Б - ЗС)ж2 + 2(С - А)ж -

-B-C + D(x- 1)(х2 + IJ + (Ex + FH - 1J(ж2 + 1).
Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях ж, получаем

систему
ж"

0 = -A- D + F -2Е,
0 = -2В + 2D + 2E- 2F,
4 = А + Б - 3G - 2?> - 2? + 2F,
-8 = -2А + 2G + D + Е - 2F,
0 = -5-G-D + F.

Решая эту систему, находим А = 3, В —

— 1, G = 0, D = 2, E —

—2,
F= 1. Итак,

/^
4ж2 - 8ж

Зж — ж

+ 21п|ж - 1| - 1п(ж2 + 1) +arctgx + G. А

Замечание. Рассмотренный в этом параграфе метод интегриро-

интегрирования рациональных дробей является общим: с его помощью можно
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вычислить неопределенный интеграл от любой рациональной дроби
при условии, что известны или могут быть найдены все корни ее зна-

знаменателя. Следует иметь в виду, что во многих частных случаях для

интегрирования рациональной дроби нет необходимости прибегать к

общему методу, так как другие приемы (преобразование подынтег-

подынтегрального выражения, подстановка, интегрирование по частям) быст-

быстрее ведут к цели.

/dx5ж( х

.

7
1 f dx5 1 /Y 1 1 \ , 5 1 ,

A J = - / 5,
c . ^

= — / ( — r—z ) dx* = — In
0 J X (Ж5(ж5+2) 10 У V x5 ж5+2У 10

/ж
-Ь ж

б?Ж.
1 ~г Ж

т _ * /" da;2 1 /" A + ж4 - 1) d(l + ж4)

2)'
1 ™5

-С. А

= \ arctgx2 + i(l + ж4) - i ln(l + ж4) + С. А
2 4 4

ЗАДАЧИ

Найти интеграл A-9).

[ dx о\ f х^х
ч\ Г ^х ~^~ ^ П

J (я + 1)(я-2)
; j У 2ж2 - Зж - 2

; ^j У ^Тб^ТТз ;

.ч /* ж2 - 5ж + 9 , ^ч /*

}
J (я + 1)(я-2)

; j У
ж2 - 5ж + 9 , ^ч /* Зж3 - 5ж + 8 , ^ч /* ж2с?ж

^ 5)У & 6)У

/Л/г»
/• O/r>2 _i_ 41 т Q1

^Г _ Л\(т л- oUr -I- ^
' / Гг — Л\(т -А- *Х\(г — АЛ

„ч Г 4ж2 + 4ж-11 ,

л\ f (bx-3)dx
} J Bж-1)Bж + 3)Bж-5)

' j У (ж-2)(Зж2 + 2ж-1)
'

, /* с?ж v /* Eж - 14) с?ж v /* ж5 + ж4 - 8 ,

j У 6ж3 - 7ж2 - Зж
' j У ж3 - ж2 - 4ж + 4

' j У ж3-4ж
'

8^ У (ж2-1)(ж2-4)
' 9^ У ж4 - 13ж2 + 36

'

ж6 - 2ж4 + Зж3 - 9ж2 + 4

ж5 - 2ж2

ж5с?ж

, г ж5-2ж2 + 3 , г (ж2
*' j У ж2-4ж + 4

da?J ^j У (ж-1)( )
.ч Г ж2 + 1 ,

^ч /"/ж-1\4 ,

^ч /"
4) / —; гт dx: 5) / аж; 6) / —; ;; J ж(ж-1K

' ; J \ж + 1/
' ; J ж4-2ж3 + 2ж-1

'

, /• (ж - 1) dx т

, r dx
т

, Г x2dx
m

4 У (ж-2)(ж2 + жJ
' ; У (ж-2J(ж + 3K

' ; У A-ж2K'
1 rh [ ^х

л л \ Г Х<Ь ~ х ~^~ "*"
иUj У (ж + 1)(ж + 2J(ж + 3K

; j У жб-ж^
йХ]
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12) f —

J У ж5 + ж4 - 2ж3 - 2ж2 + ж + 1

'

с
4 п У ^ . о) f dx

•

' J J (ж + 2)Dж2 + 8ж + 7)
' J J ж3 + 1'

2-2ж-5 , АЛ
Г x5dx

л /* ж3 + ж2+ж

6) / Х[Х J^ax ; 7) \ —ъ——2—Х dx;

dx.
ж3 - Зж2 + ж + 5

с4 dx

3) / -г^— гт-г^—т гг б?ж; 4) / j—±—
——

л [ dx
А

, Г Gж2 - 1) dx
5) / dx; 6) / -^—2~2—к '

^ч /* Зж3 - 8ж2 + 15ж - 5 , оч /* Зж3-ж2 + 11ж-5 ,

7) / у ^—2 г dx; 8) / у г^-г^ г dx;

х /• 4ж3 - ж2 - 2ж + 1 ,
т

ч /• Зж3 - 8ж2 + 8ж - 1 ,

¦7ж + 4 7 1ОЧ Г Зж3 - 5ж2 + 18ж - 9 ,

(ж + 1JBж2+Зж + 2)
' ; У (ж-3JBж2+2ж + 3)

/9 ч/ 9 \ dx; 2) /-Р-; 3) / —-—^—^ж;
(ж2+3)(ж2-ж + 1)

' ; У ж4+1' ; У ж4+6ж2+8

/j\ / \ох Zj ах ^ р,\
/ ах

^
п\ I ах

} У 9ж4 - 13ж2 + 4
' ' У ж5 - ж4 + ж3 - ж2 + ж - 1

' ^ У жб + 1
'

* л\ [ dx o\ f Cx2 — 2)xdx
} У (ж + 1J(ж2 + 1)

' ^ У (ж + 2J(Зж2-2ж + 4)
'

г ж2^ж р3 + 2ж2 + Зж + 4
; У (ж + 1)(ж3 + 1)'

; У ж4 + ж3 + 2ж2
'

, Г dx v /* Зж2 + ж + 3 ,

^ У Ж4 _ хз _ х + !
5 OJ у (ж _ 1K(Ж2 + !)

ах'

, Г (ж4 + 1) dx т

, Г (Зж2 + 2ж + 10) dx m

] J (ж-1)(ж4-1)'
j У (ж3 + ж2)Bж2-4ж + 5)

'

9) Г ^ . ю) [ dx
} У (ж + 1)(ж2 + 1)(ж3 + 1)

' } У ж8+ж6'

о
v /* ж3 + ж2 - 4ж + 1 , л /* ж4 - 2ж2 + 2

^^У (х» + 1)»
&; 2) J (X*-2X + 2y-dx>

„ч Г (ж7 + 2) с?ж
<

v /* Bж2 + 2ж + 13) cb
j У ж4 + 2ж3 + Зж2 + 2ж + 1

' } У (ж2 + 1)(ж3-2ж2+ж-2)
'
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ж4 + 2ж2 + 4

(ж2 + IK

ж(ж- 2) с/ж

ж4 - 2ж3 + 12ж2 - 20ж + 10

•¦'>/^(ж-1J(ж2-
(Зж4 + 4) с/ж

¦ 2>/
х9 dx

ж-1)(ж2-2ж + 2K
с/ж

; з) [-J (х

dx

(ж3 + IJ
'

, Г (Зж4 + 4) с/ж
^

v Г x9dx , Г жBж2 + 2ж - 1) с/ж
j У ж2(ж2 + 1K

' j У (ж4 - IJ
' } J (ж-1J(ж2+ж + 1K

'

' j У ж4(

с6 - ж5 + ж4 + 2ж3 + Зж2 + Зж + 3

(ж + 1J(ж2 + ж + 1K
аХ] °} У ж4(ж3 + 1J

'

A - 4ж5) с/ж _ч Г с/ж

'1 + r + r5ty П+т + т^2' "^ / «.11. О^б

10. Найти рациональную часть интеграла:

, г (ж6 + 1)с/ж ,

г с/ж
,

, г

^ У (ж2 + ж + 1J
' 2) У (^ЗТ)^

' 3Ч (^

4^
Г dx ГЧ Г с/ж

с/ж

10K'

У У (ж3 + ж -(ж2 + 1L'
у У ж2Bж2-3K'

11. Найти условие, при котором первообразная данной рациональ-
рациональной функции является функцией рациональной:

Рп{х)
1)

2)

(ж - a)n+1
аж2 + Ъх + с

5 ^Рп(ж) — многочлен степени п;

2
+ &1Ж + а

_ , Л ,2

3) h2

ОТВЕТЫ

1 т — 9 9

.1) - In ——- + С; 2) -

3 ж +1 5

3) 1п(ж2 + бж + 13) + \ arctg
ж + 3

10

Y; 4)

сч 3 2 ,
11 ,

о| 3 , - о, „

5) -ж2 + — In |ж - 2| + - In |ж + 2| + С]

6) х + 31п(ж2 - бж + 10) + 8 arctg (ж - 3) + С.

2- 1) ^ 1п

3) J
(ж + 2L

Bж-1JBж-5K

(Зж + 1)9Bж - ЗJ

С; 2) |1п
^' }

15

С; б) In

ж-3

ж-2

(ж
- 1L(ж - 4M
(ж + ЗO

(ж + 1I
(г - IK

7) |- +
у

}
60 (X + ЗJ

ж + 2|3

х\х - 2M
(^ + 2K

(ж-2)(ж + 2J
1 ^r _i_ "П4|г _

+ С' 8)
12
Ь

(х-1?\х +

2р

ж-2|3

ж + 2
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з. i) т +
-r

2) | (ГГ + I)

27

х-2
721п|ж-2|

3)-1-(x-l)-i+1-\n
ж-1

С; 4) -(х-1)-2+1п
ж-1

т2 Q 1 1

0J у
+ ^ - - (ж

-

I)
- -

[х
-

I) + - in \{х
-

8)

9)

2 3

16 - 21ж -

+ ж 1 ,

In

36

8A-ж2J 16

3
"

625

1 -х

i In

ж-2

11) 1_

14 7л/3

(ж + 3I7
Зж2 + Зх - 2 _3_

arctg -^—f=- + С;

ж-1

2ж -

4F
V ^

r\ lo-ii oi От/О -,\ j у J

5) ж In ж + 3 1п(ж2 + ж + 1) Л ^~
)

7
' '

14
v J

7

6) х- i 1п(ж2 + 2ж

7) У + Х + I Ь 2J-~2х +
-21п|ж + 1| + 3 arctg (ж + 1) + С;

у
- Ж + 1П

5. 1) -л 1
4

2) -ж + In

х1 - 4ж + 5
+ 4 arctg [x - 2) + С.

- ± arctg х
2

х-1
+

- arctg ж + С;

3) 1 In |ж - 3| - ^ In |ж - 1| + ^ 1п(ж2 + 4ж + 5) +

4) 21п|ж-3| -1п|ж

+ — arctg (ж + 2) + С;

?2 - 4ж + 6) +
2

i
Зж-2

, л

+ —;= arctg —f=t + С;
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5) ^ In \x + 1| - Mn \x - 1| + ^ 1п(ж2 - ж + 1) +
2ж-1

¦С;

ж-1
+ — arctg — + C;6) Jin

7) 21п|ж-1| - -^-j- + ^Ь(ж2 -4ж + 8) + ^arctg^^ + С;

8) 1п|ж + 1| Н ?— +1п(ж2 -4ж + 5) +4 arctg (ж - 2) + С;
1 1 Q O^> J^ 1

10) ж + In |ж - 3| - \ 1пCж2 + ж + 2) - -L arctg
2 V23

+ С;
л/23 л/23

11) - In \х + 1| Ц- + i 1пBж2 + Зж + 2) + 4arctS ^^ + С-
ж + 1 2 л/7 л/7

1 ^г 9 9т —

6. 1) 1п(ж2 - ж + 1) + 4= arctg ^ + 4 arctg ^^
v 3 V 3 V 3 V 3

оч л/2 ж2 + \/2ж +1 \/2 ж\/2
2) х1%2^ + 1

+ агс^

3) 1п

+ С;

larctg I -

7Iarctg T2
, 1 Зх2 -Ъх + 2

4)
10
Ь

3^ + 5* + 2

СЧ 1
,

ж2 - 2х + 1
5) ln

2х - 1

6) fln^ Ь - arctg ж +
- arctg ж3 + С;

12 6

7) - у ^ [ sin ak • arctg
ж — cos afc

cos a^
• In л/ж2 — 2ж cos ak + 1) + С, где

2ж +
7 П I 1j

4 ж2 + 1 2(

2) —Ц- +1п|ж + 2|- ^У
х + 2

'
л/ТТ

оч
1 , X — X + 1

3) 61п^+2ж+1
1

4) - 1п(ж4 + ж
4

з , о 2^ 2 3

1, ж2 + х + 1

ч/п
' "'

1
,

2ж - 1
-arctg

_^_Зл/3

2ж +1

2A;-1

2n
-7Г.

^ч1
6)

8

7) I
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ЯЛ
1

8)
2

1 , ж2 + 2ж +1 1
, л/3 ,

2ж - 1 1

ё1п ж2-ж + 1
+ 2arctgж" arctg

-15ж4 + 5ж2-3

15ж5
arct? х + С.

8. 1)

2)
ж3

(аД + | 1п(Ж2 + 1) + arctg ж + С;

ж2 - 2ж + 2
- 2x + 2) + arctg (x - 1) + C;

,

*

, , -21п(Ж2+Ж + 1) +

4) 2^TT)+^ln&TI) ~4arctga; + C;

2 2ж + 1
+ — arctg—— + C;

л/3

17

8(ж2 + IJ

6)

+ — arctg x + C;
о

Вж - 9 1т ж2 - 2ж + 1

Зх2 — х

"т"

4)
57ж4 +

1 , х2 + 2х +1

9
1п
^ЗТТГ

2
,

2ж - 1

iv!arctg ~7Г

8х(х2 + IJ

2
+ 32 57 ,

,

„

^arctg x + С;

2ж6 - Зж2 3

4(ж4 - 1) 8Е

(ж2 + IJ

+ 1
¦С; 6)

2х6 + 1 2

+ 1) 3

1 + Ж + X1
+ С; 10)

10.

6)

11

3A-ж

ж5 + 1

ж
<

v ж3 + Зж2 + 18ж + 16
<

' }
216(ж2+2ж + 10J

:

Юж4 - 25ж2 + 1215ж5 + 40ж3 + ЗЗж

48(ж2 + IK
' 0)

36жBж2 - ЗJ
'

-D86ж5 - 357ж4 + 810ж3 + 315ж2 - 312ж + 448)
1922(ж3+ж

= 0; 3) = bh/2.
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§ 3. Интегрирование иррациональных функций

СПРАВОЧНЫЕ СВЕДЕНИЯ

Некоторые часто встречающиеся интегралы от иррациональных

функций можно вычислить методом рационализации подынтеграль-

подынтегральной функции. Этот метод заключается в отыскании такой подста-

подстановки, которая преобразует интеграл от иррациональной функции в

интеграл от функции рациональной. В этом параграфе указываются
подстановки, с помощью которых такое сведение удается осущест-

осуществить для некоторых важнейших классов иррациональных функций.
Через R(xi]X2]'~]xn) будем обозначать функцию, рациональную от-

относительно каждой из переменных х\, х2, •••, хп. Например,
X2 + у/х D/ /— [7~. оч

v
= R(x; у/х; \/1 + ж3),

1 + V1 + х3

так как иррациональная функция является рациональной
1 + V1 + х3

относительно переменных х\ — х, х<± — у/х, х% = л/1 + х3.

1. Интегралы вида

Г и[ (ах + Ъу1 (ах + Ъуп\ , ..

Rix: ( ; ...; ах, A)
J V'Vcx + d/'

'

\cx + d) ) ' v J

где n G A/, Pi,P2 v-jPn ^ 0, a,b,c,d G /?, ad — be ^ 0, подстановкой

еж + d
'

где m
— общий знаменатель рациональных чисел pi ,p2,...,pn, приво-

приводятся к интегралу от рациональной функции.
2. Интегралы вида

Г R(x\ л/ах2 + bx + c) dx, а ф 0, б2 - 4ас ф 0, B)

могут быть сведены к интегралам от рациональных функций подста-

подстановками Эйлера:

у ах2 + Ьх + с = гЬд/аж =Ь ?, если а > 0;

V аж2 + Ьх + с = ±xt ± у/с, если с > 0;

V ах2 + Ьх + с = ±(х - х\) t,

V'ах2 + Ьх + с = ±{х — ж2) t,

где х\ и Ж2
—

различные действительные корни квадратного трех-
трехчлена ах2 + Ьх + с. (Знаки в правых частях равенств можно брать в

любых комбинациях.)
Подстановки Эйлера часто приводят к громоздким выкладкам.

Укажем поэтому другой способ вычисления интегралов B). Подын-
Подынтегральную функцию R(x; \/ах2 + Ьх + с) алгебраическими преобра-
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зованиями всегда можно представить в виде суммы

,

Rl{x)
+R,(x),

у ах2 + Ьх + с

где R\(x) и R2(x) — рациональные дроби. Тем самым интеграл B)
можно свести к интегралу от рациональной дроби R2{x) и к интегра-

ЛУ виДа
Г и г \

dx

R()
л/аж2 + Ьх + с

Представив рациональную дробь i2i(x) в виде суммы многочле-

многочлена Рп(х) и элементарных дробей, приходим к интегралам следующих

трех видов:
f Pn{x)dx

л/аж2 + Ьх + с

D)

Г

J

I
(ж — а)к^/ах2 + Ъх + с

2-4q<0. E)
(ж2 + рж + д)тл/аж2 + 6ж + с

Для вычисления интеграла C) удобно пользоваться формулой

f Pn(x)dx ~, ч / 9
, ; Л

г dx ,r,

/
v }
= = Q(x)л/ах1 +Ьх + с + А / =

, F)
./ л/аж2 + Ьх + с У л/^ж2 + 6ж + с

где Q{x) — многочлен степени не выше, чем п — 1, а А — некото-

некоторое число. Дифференцируя обе части формулы F) и затем умножая

на л/ах2 + 6ж + с, получаем равенство многочленов, из которого нахо-

находим А и коэффициенты многочлена Q(x). Интеграл в правой части

формулы F) линейной подстановкой сводится к основным интегралам

14-16 из §1 и, следовательно, является трансцендентной функцией.

Формула F) позволяет чисто алгебраическим путем найти алгеб-

алгебраическую часть Q{x) \/ах2 + Ьх + с интеграла C).
Интеграл D) подстановкой t = 1/(х — а) приводится к интегра-

интегралу C). Интеграл E) в случае, когда квадратные трехчлены

ах2 + Ьх + с, х2 + рх + q

совпадают или отличаются только множителем, следует представить
в виде линейной комбинации двух интегралов

Bж + р) dx f dxГ Bж + р) dx Г

J (ж2 + рж + а)B™+1)/2
И

J (ж2(ж2+рж + д)Bт+1)/2
'

Первый интеграл берется подстановкой и = х2 +px + q, второй под-
подстановкой Абеля

сводится к интегралу от многочлена.

В общем случае, если р ф Ь/а, применяется подстановка

х = ——— ,
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где а и /3 подбираются так, чтобы в квадратных трехчленах

х2 + рх + q и ах2 + Ъх + с исчезли члены, содержащие t в первой сте-

степени. При таком выборе чисел а и C интеграл E) сведется к интег-

интегралу вида r p{t)dt

(t2 + \)

где P(t) — многочлен степени 2т — 1 и число Л > 0. (Если р = Ь/а,
то уничтожение членов первой степени достигается проще: линейной

заменой х = t — р/2.)
Разложив правильную рациональную дробь P(t)/(t2 + A)m на эле-

элементарные дроби, придем к интегралам

Г tdt С dt

J (^ + Л)^лА^=+7' J

Первый интеграл вычисляется подстановкой и2 = st2 +r, второй —

подстановкой Абеля

л/st2 + Г

Для вычисления интегралов вида B) часто удобно использовать триго-

тригонометрические или гиперболические подстановки. Для этого, предва-
предварительно выделив полный квадрат в трехчлене ах2 + Ъх + с и сделав

соответствующую линейную замену, приводят интеграл B) к одному

из следующих видов:

R(t- vV - t2) dt, I R(t-

К первому интегралу применяют подстановки

t = р sin ix, t = р cos ix, t = pthu,

ко второму
—

подстановки

t—
cos 1г

и к третьему
—

подстановки

t — ptgu, t = pshu.

3. Интегралы вида

( ) G)

где а, 6 — действительные, m, n, p — рациональные числа, причем

а^О, &т^0> п 7^ 0 > Р 7^ 0 >
называюг интегралами от дифференциаль-

дифференциального бинома. Эти интегралы сводятся к интегралам от рациональных

функций в следующих трех случаях:

р
—

целое число,

771+ 1
—

целое число,

+ 1
,

hp
—

целое число.
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В первом случае применяется подстановка

x = tN,
где N

— общий знаменатель дробей т и п; во втором и в третьем

случаях
— соответственно подстановки

axn + b = ts и a + bx-n=ts,

где s — знаменатель дроби р.

Если ни одно из условий (8) не выполняется, то интеграл G) не

может быть выражен через элементарные функции (теорема Чебы-

шева).
4. Интегралы вида

I R(x- ^Pn(x))dx, (9)

где Рп(х) — многочлен степени п > 2, как правило, не выражаются

через элементарные функции и в этом случае при п = 3 и п = 4 на-

называются эллиптическими, а при п > 4 гиперэллиптическими. В том

случае, когда интеграл (9) при п = 3 и п = 4 является элементарной
функцией, он называется псевдоэллиптическим (см. задачи 22). Эл-

Эллиптические интегралы играют большую роль в математике; в част-

частности, длина дуги эллипса вычисляется с помощью эллиптического

интеграла (пример 9 из §7).
Каждый эллиптический интеграл может быть выражен через эле-

элементарные функции и через стандартные эллиптические интегралы

dx

/
I

,

''dx
—. A1)

J л/A — ж2)A — k2x2)
dr

. гь \z 1 U щ X ) • IXZ/J
О \ / -e fOO\

\ ' / \ /

Подстановкой х = shop эти ингегралы сводятся к линейным комби-

комбинациям интегралов ,

у 1 — &2 sin2

Г \/l

A3)

-k2 sin2 (pdtp, A4)

* G @; 1), A5)
A + h sin2 9?) у 1 — A;2 sin2 cp

которые называются соответственно эллиптическими интегралами

первого, второго, третьего рода в форме Лежандра.
Через F(ip, k) и Е((р, к) обозначают соответственно ту из перво-

первообразных A3) и A4), которая при ср = 0 обращается в нуль (см. за-

задачи 27).
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ПРИМЕРЫ С РЕШЕНИЯМИ

( ty)
А Подынгегральная функция является рациональной относитель-

относительно переменных х\
=

ж, х<±
= ж1//3, жз = ж1//6. Данный интеграл имеет

вид A), причем п = 3, р\ = 1, р2 = 1/3, р3 = 1/6, а = d = 1, 6 =
= с = 0. Для рациональных чисел р\

= 1, Р2 = 1/3, рз = 1/6 об-

общий знаменатель ш = 6. Следовательно, нужно применить подстанов-

подстановку х = t6. Применяя эту подстановку, получаем

У

/
± -\~ t

dx

А С помощью элементарных преобразований интеграл приводится

dx

J V?2 + ж B-хJ'
Подынтегральная функция является рациональной относительно пере-

переменных

Следовательно, в данном случае п = 1, р\ — 1/3, а — — 1, 6 = 2, с=1,
d — 2. Поэтому полагаем 0

откуда находим

-t3J'
Таким образом,

dx
_ f(t3 + lL3dt_ 3 fdtfs2~x dx
=

J\j2 + xB-xJ ^7 16^(t3 + lJ 4, .,

з

2-;

Пример 3. Найти /
1 - \/l + x + ж2

Ж\/1 + X + Ж2

А Воспользуемся одной из подстановок Эйлера. Положим

тогда 1 + х + х2 = ?2ж2 + 2?ж + 1, откуда

_

2t-l _2l~t + j2 м

Далее, находим

г—х ;—« 1-t + t2 . \/1 + х + ж2 - 1
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Таким образом,

I-J х

1- л/1 + х + х2 , r-2tdt
^ /V1 + X + Ж2 J 1 — tz

= ln -(;
ж2 -I

С. А

/\2х
+ 16ж + 9х + 2

dx.

А Воспользуемся формулой F), которая в данном случае будет
иметь вид

12ж3 + 16ж2 + 9х + 2 7

= (Ах2 + Вх + С) л/4ж2+4ж + 2 + Л

Для нахождения коэффициентов А, В, С и числа Л продифференци-

продифференцируем обе части этого равенства. Тогда получим

л/4ж2 + 4

л/4ж2

После умножения на л/4ж2 + 4ж + 2 получим равенство многочленов:

12ж3 + 1бж2 + 9х + 2 =

= BАж + Б)Dж2 + 4ж + 2) + (Ах2 + Вх + С)Dх + 2) + Л.

Из равенства многочленов следует равенство коэффициентов при

одинаковых степенях х:

VIA = 12, 10А + 8Б = 16, 4А + 6Б + 4С = 9, 2В + 2G + Л = 2.

Решив эту треугольную систему уравнений, найдем

А = 1, Б = 3/4, С = 1/8, Л = 1/4.
Следовательно,

12ж3 + 16ж2 + 9х + 2 7

= (^ + 3^1)^^+^ + 2+11
dx

л 2

Последний ингеграл линейной подстановкой t = 2ж + 1 сводится к ос-

основному интегралу 15 из §1. Окончательно получим

Г 12ж3 + 16ж2 + 9ж + 2, / 2 , 3 ,1\ Л о
¦ /i—Г^ ,

/ =— б?ж = xz + - ж +
- V 4ж2 + 4ж + 2 +

7 л/4ж2 + 4ж + 2 V 4 8/v

Пример 5. Найти /

+ - 1пBж + 1 + л/4х2 + 4ж + 2) + С. А
8

dx
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А тт
оЛ + Р

А Положим ж = i— ; тогда
t ~т~ 1

2 , 9_ И + /3

2 -

-2ж
+ !) + 5(t + IJ

_

-

_
Bа2 - 2а + 5)t2 + 2f32 - 2C + 5

где
f 2aC + 4 = О,

\ 4а{3 - 2а - 2f3 + 10 = 0.

Получившаяся система имеет два решения: B; —1) и ( —1; 2). Возь-

Возьмем, например, а = — 1, /3 = 2; тогда

2 f 2 х 3 dt
rp —— -j- —— dt ^=

ж2+ 2 = 5 =

Заменив в интеграле переменную ж на переменную ?, будем иметь

/* с?ж
_

_

1 /* |t + l|c/t
У (ж2 + 2)л/2ж2-2ж + 5

~

ЗУ (^ + 2)ЛД2~ТТ'

_

1 /*

~3 J

При t + 1 > 0, т. е. при ж > -1, получим

*dt
_

1 Г dt

2)лДМ^Т
~

3 У (^2 + 2)лДМ^Т'
Первый интеграл подстановкой ix2 = t2 + 1 приводится к интегралу

1 /" d^

~3 У v? + l
'

Для вычисления второго применим подстановку Абеля

v = (лЛ2 + 1)' = t/^t2 + 1,

откуда 2-v2

Дифференцируя равенство vy/t2 + 1 = t, находим

/FTT
1 /* c/v

и, следовательно, второй интеграл приводится к виду / .

ЗУ 2 — vl
Таким образом,

dx /1
,

I
л y/2 + v

= - - arctg и — In —=
3

&

6л/2 л/2 - г;

h С.
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Возвращаясь к переменной ж, получаем
dx

_

(ж2 + 2)л/2ж2-2ж + 5
~

1
, л/2ж2 - 2ж + 5 1 , л/2Bж2 - 2ж + 5) + 2 - ж

= - -arctg In v. h С
3 ж + 1 6л/2 /B )

При ж <
— 1 аналогично можно получить тот же результат. А

/dx .

Bж + 1Jл/4ж2 + 4ж + 5

А Положив t = 2ж + 1, а затем ? = 2sh/u, получим

/* </ж 1 Г dt 1 Г du 1 ,,
,
~

/ = - / ,

= - / = — cth и + С =

У Bж + 1Jл/4ж2 + 4ж + 5 2У ^л/РТ! 8У sh2^ 8

\/4ж2

8Bж-

/dx
А Этот интеграл имеет вид G), причем а = Ь = 1, m = О, п = 4,

>=-1/4. Так как т +
^

то, применяя подстановку 1 + х
4
= ?4

, находим

^A + а;-4I/4, ж = (i4 - I) /4,
— = t-\tA - II/4, da; = -t3(t4 - l)-5'Adt.
v l + ж4

Следовательно,
2

dtt2dt

= -In
1 -

- -arctgt + С = - In ^ ^arctg hC.A

ЗАДАЧИ

Найти интеграл A, 2).

L.I) /-У l
' J dx;

xdx.ч /* л/ж- 1 - л/ж + 1 ,
сЛ

Г 3х-\-1 , с,
Г xd

4) / v. —

. da:; 5) / f/ dx; 6) / .; J л/ж^Т+л/ж^ГТ
' J J ]/ x-1

' ; J 4ДзD

2.1) / ^Ж + 4
dx; 2) / ^^; 3)

4) ; 5) ; 6)
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^_\ / (XX
q

\ / (XX i
i

7) / —. ; 8) / —.
,
аФо.

J P/fr — 7\7(r — ^5 J n/( _ n\n+l(™ _ Mn—1

3. Доказать, что интеграл R(x; у/(х - cl)p(x - b)v) dx, где R
—

рациональная функция переменных х и у = л/(х — а)р(х — b)q , p, q G

GZ, a, b e R, при условии (p + q)/n e Z является элементарной
функцией.

Найти интеграл D, 5).
с/ж ЛЧ г x/xdx оЧ г dx

^__; 2) j ^^=; 3) у 2

—=-
;

___; 6)/ ^_
. 1) / . dx; 2) /У У л/1 + ж - ж2

; У л/ж2-л/
ж3 + 2ж^ + ж -

2ж + 5
dx; 3)

dx

х3 dx

х - 1 , Л /* ж3 - 6ж2 + 11ж - 6
. =^- dx; 5) / .

—

л/ж2 + 2ж - 1 J л/ж2 + 4ж + 3

6) / л/3 — 4х + 4х2 dx; 7) / хл/х2+ 2х + 2dx; 8)

dx;

6. При каком условии интеграл dx, а т^ 0, явля-

л/аж2 + 6ж + с

ется алгебраической функциейГ
Г хп dx

7. Для интеграла Jn = / —^^^=^^^
,
n G A/, n > 1, доказать

J л/аж2 + 6ж + с

рекуррентную формулу
1 ( п-л I , . , .

:_ bBn_1)Jn_i_c(n_1)Jn_2y
Найти интеграл (8-14).

8. 1) /
ж3^

4)

л/1 + 2ж - ж2
' У л/ж2

4
с/ж

л/ж2 + 4ж + 5
'

Г х dx

У л/ж2 + 1
'

9- 1) /-=^===, ж>0; 2) /i жл/5ж2 — 2ж + 1 Усл/5ж2 -

с/ж
1)л/ж2

, х> -1;

ж3л/1 + 2ж + 2ж2

с/ж

(ж - 1Kл/ж2 - 2ж - 1

с/ж

, х>0;

4) /У У

4.
/• (ж + 1) с/ж

^ У (ж2 + ж + IK/2

5; 2,/
с/ж

(ж2 + ж + IM/2
; з)

с/ж

с2 + IO/2
'
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11.

12.

с/ж xdx

1)л/Зж2 + 1
' '

У Bж2 + 1)л/Зж2
Bж + 3) с/жт v /• (ж + 3) dxГ Bж + 3) dx

2) /" —

dx

(ж2 — ж + 1)л/ж2 + ж + 1
; 4)

+ 1)л/жЧ-ж
xdx

(Зж2 + 2ж + 3)л/2ж2-ж

13. 1) /
2)

(Зж + 2) с/ж

(ж

жл/ж2 — ж + 1

с/ж

+ Зж + 3

;, х>0; 3) \ —./ (ж2

с/ж

+ ж - 2ж
:, х > 1;

.ч /* с/ж v fVr + x + l ,

4) / ,
ж > 1; 5) / — —-—

ах, х > -1;

х dx С2 + 1

- ж)л/1 + 2ж — ж2
'

х ах

_; д) / ^±
D-2ж + ж2)л/2 + 2ж-ж2 У 1 + ж

ж + л/1 + ж + ж2

л/1 + х + ж2
cfcc.

14. 1) [ 2) / ,У ж - л/ж2 - ж + 1 У 1 + л/ж2 + 2ж + 2

3) у"-
da?

2; 4) | ^Ж2 2
;

л/1 + ж + ж2-1\2 с/ж ^ч Г л/ж2 + Зж + 2 - ж ,

—; 6) / dx.
х J л/1 + ж + ж2 У л/ж2 + Зж + 2 + ж

15. Доказать, что вычисление интеграла

где R(x; и; v) — рациональная функция переменных ж, и, v, сво-

сводится к вычислению интеграла / R\(t) dt, где R\(t) — рациональная

функция.

Найти интеграл A6-19).

16. 1) Г dx
, ; 2) / /

dx
^=.J У 1 + л/ж + л/ГТ^ У (л/2ж-3 + 2ж-3)л/4-2ж

17 1) I х~^^A — х^^)~^ dx' 2)

о\ fr-2/3/i i J/3\-3jt. 4>l

18.
1 + \У^

; 2) f %/TTtyxdx; S) J
Г ^dx r xdx t dx

У л/ГП^ У л/TTW ^ жчУж^ТТ

19 1) /* .

^ж
2) /* ^ж

3) / /Ж •

У ж2л3/B + ж3M' У ж3чУ2^^з'
У У чУГТ^3'
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4) Г \/х - х3 dx.

20. При каких рациональных значениях параметра q интеграл

/ у/1 + хч dx является элементарной функциейГ

21. Для интеграла Jm,p = / хт(ахп + Ь)р dx доказать формулу

а(т np)JmiP = [ax
п

+ Ъ)р+1 -Ъ(т + 1- n) Jm_n,p

и с ее помощью найти интеграл / -^^=^.
J v 1 + ж3

22. Найти псевдоэллиптический интеграл:
dx ^ f (x2-l)dxГ _dx_. 2) [J J x7Vx~4rl' J 3)

(ж - 1)

(ж

хл/х4 + Зж3 - 2х2 - Зх + 1

23. Найти замену переменной, с помощью которой интеграл

/ R(x; л/Рз(х)) dx можно преобразовать в интеграл

JRi(t; y/PA(t))dt;

R(x; у), Ri(t; и) — рациональные функции, Рз(х), Р±(х) — много-

многочлены третьей и четвертой степени.

24. Доказать, что с помощью подстановки вида х = (at + /3)/(t + 1)
интеграл / R(x; y/P^x)) dx может быть преобразован в интеграл

[Ri(t; y/A(l + X1t2)(l + X2t2))dt.

25. Доказать, что любой интеграл вида / R(x;
быть выражен через элементарные функции и интеграл

Ri(t2)dt

dx может

Г

J -bAi*2)(l-

где Ri(u) — рациональная функция.

26. Доказать, что интеграл

R(x2)dx А_i
с помощью одной из следующих подстановок:

^ X =

/Т=?'
/1^1*= /i + JMdM^|Ai

приводится к виду Ijtr-
Ri(t2)dt
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27. Выразить через элементарные функции и функции F((p; к) и

Е((р; к) эллиптический интеграл (см. A3), A4)):
r

J
x dx Г dx

J л/1 - 2ж2 - 8ж4
'

л/36ж4 - 13ж2 + 1
' ' J л/1 - 2ж2 - 8ж4

dx
• 4) / dx

•

л/1 + 29ж2 + ЮОж4
'

У ж2л/144ж4 + 7ж2 - 1
'

5) J—=Ц==-

ОТВЕТЫ

1. 1) х-2у/х +
3) жН

4) f (

1}+С; 2) 2у/х-х-
¦1-11 + С;

\/ж2 - 1 + ж| + С;
о 9/ -I- 1 9/

+ 1)

t3-l
+ С, t =_ з/Ж + 1

2. 1) 2л/ж~

3) ^(ж~
4) 1 ft4 - 2?2 - In It -

4 \

у-
—

3/
_|_ о.

^А+с, *=4/4"ж

; 2) In 11 + 3^1 +С;

t + 2) - A arctg

5) | (ж - 2)л/ж2 - 1 + ^ In \x + л/ж2 - 1| + C;

6) ^(4 V ж

п п х — Ъ

Ь — а V х — а

4.

2) F/5) \Уж^ - 2л/ж + б Уж - б arctg ^/х + С;

A + 1 +

5)

С;
9

"

4

С;

,
3

+
Н р arctg
2/7

6) уЪ+ 1^+ У Ц-
л/7

C,

-

^ 1пA + 2^ + 2^)- ^arctg(l + 2 ^ + С.
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5. 1) —-—л/1 + х — х2 arcsin
1 -2ж

2) хл/х2 - 2х + 5 - 5 In (ж - 1 + л/ж2 - 2ж + 5) + С;

2ж2
- 1 - 2 In \х ж2 + 2х -

1«д +

,/ж2 + 4ж + 3 - 661п |
О

л/3 - 4ж + 4ж2 + i 1пBж - 1

3| + С;

^
**

л/ж2 + 2х + 2 - i 1п(ж + 1 + л/ж2 + 2ж + 2) + С;

8)
Ж

"t
2Ж

л/ж2 + 4 - 21п(ж + л/ж2 + 4) + С.

6. 4a(cai + ЬЬХ) = 8a2c

8 у
2х2 + Ъх + 19

у
. ж-1

х3 7х2
,

95ж 145

3) (--_ +

' % оОХ

Щ- 1п(ж + 2 + л/ж2 + 4х + 5) + С;
8

4) 8(Ж +^
9- 1) 1п ; 2) In

1 - ж + 2лД2 + ж + 1
С;

3)

., V«2 - 2ж - 1 1
4) —— —

= arcsin'
4(ж1J 4/4л/2

+ С.

10. 1) In

8Bs

/ж2 + 4ж + 7
+ С;

Bs + l) _j_/ 2ж + 1

ж2 + х + 1 27 V ^ж2 + ж + 1

2) 2V2arctg
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1

л/б
П

4)
wf

13

л/3(ж2 + ж + 1) - л/2(а
л/ж2 -ж + 1

,
1

, л/ж2 + ж + 1
Н — arctg ——

л/2 л/2A-ж)
2л/2ж2 - ж + 2

+
?2 - 2ж + 4 - л/7A - ж)

4л/П
ш

2л/4ж2 - 2ж + 4 + л/7A - ж)

. 1) 31п (ж + | + л/ж2 + Зж +

2+ ж

2) л/ж2 - ж + 1 + | In (ж - i + л/ж2 - ж +

— ш
2 - ж + 2л/ж2 -ж + 1

. 1 1 - ж + л/3(ж2 + 2ж + 3)
о ) — 1П

Зл/3 ж + 2

1 л/2(ж + 2) + л/3(ж2 + 2ж + 3)

зл?1
п

х-1

4ч
1

1 ж + 8 + 4л/ж2 + ж + 4
_

1 ж + 3 + л/б(ж2 + ж + 4)
_^

2
П

ж^ 2л?1
П

ж-1

1 , 7 - ж + 4л/ж2 + ж + 4
— — Ш

4 ж + 1

л/ж2"
ж+ ^ + л/ж2 + ж

1 , 1 - ж + 2л/ж2 + ж + 1
1П

^ _|_ Г? Г? ^ ^ Л/^Ж
6) — л/1 + 2ж - ж2 + 2 arcsin —— — arcsin + С'}

2 л/2 л/2 ж + 1

. ж-1
, л/2 , л/2 + 2ж - ж2

arcsin —¦=- + ^— arctg ——
л/3 3

6
л/2(ж-1)

9) ж2 + I In
2 2л/1 + ж + ж2J

л/б + л/2 + 2ж - ж2

71
m

л/6 - л/2 + 2ж - ж2

г -4- ^2

G;

14. 1) 21п|ж-л/ж2 -ж + 1| - -1п|2ж-1-2л/ж2 -ж
2

3

2) 1п(ж + 1 + \/ж2 + 2ж + 2)

ж

2Bж - 1 - 2л/ж2 -ж + 1)

3) In 1-
1 + л/1 - 2ж - ж2

— 2 arctg
1 + л/1 - 2ж - :
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4) ±^:

5J^
; + \/5 + l

, 2D*-3) , n , ^——

6)
1

16. 1) i (х + 2фс - Vx + x2 - \п(у/х + л/ТТх)) + С;

2) -

17. 1)

1 - л/2ж - 3 /2ж - 3 - 1
с.

+ Зж1/3 + 2а;1/2 + 6 In I»1/6 - 1| + С;

2) |ж5/б _ 4а;1/2 + 18Ж1/6 + 3xV*(l + ж1/3) - 21 arctg ж1/6 + С;
5

|
4 l

3) -| 7; 4)
4

18. 1) i- (х + II1/3 - | (х + I)8/3 + | (х + IM/3 + С;

2) Н A + ^/4I3/3 _

18
A + ^1/4I0/3 +

36
A + ^1/4O/3 _

1о о 7

-3A + ^/4L/3 +С.

18
з) ^(i +

7

4) | A + ^/3O/2 - ^ A + ж1/3M/2 + 6ж1/3A + x1^I'2 + C;

r \ /1 _i_ rpZi / о \O/Z _i_ / O™Z/o\l/Z/"| _i_ ™Z/o \1/Z

^ч 1 , * - 1
,

1 , t2 - * + 1
,

1
,

2* -

1 2t - 1
+ C, t = v^TT.

19. 1) - + C;2)_MIEZ)!+C;
4ж2

t2 +1 +1 it +1

t 1 Г + 2* + 1
_

1
^^

2(t3 + 1)
~

12 t2 - * + 1

~

2^
20. q = 0, ^ = |, fe = ±1, ±2, ...

,7_ X^4^ 14 J\,2_ ^
24:

14

2*-l
, r ,_ з/1-ж3

+

arctg
; + ж

+ С, * = \Vl + x3.

22.1) ; 2) -L
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4 In ж h - + + С.
\ х 2 х )

23. ж — А + t2
, где Л — действительный корень многочлена

F^arcsin Зж; -))+С;
/3/

Г\ 1 n/ .

n

1 — X2
5) --F^arcsin3y

§ 4. Интегрирование трансцендентных функций

СПРАВОЧНЫЕ СВЕДЕНИЯ

1. Интегралы вида

/ R(sm x; cos x) dx, A)

где R(u;v) — рациональная функция переменных и и г?, всегда

можно свести к интегралам от рациональных функций с помощью

подстановки t = tg ^^ х е (_^; ^ B)
Эта подстановка преобразует интеграл A) к виду

Подстановка B) часто приводит к громоздким вычислениям, по-

поэтому прибегать к ней следуег только тогда, когда не видно других

путей к вычислению интеграла.

Если подынтегральная функция обладает одним из свойств:

1) R(— sin x; cos x) = —R(smx; cos ж);
2) R(smx; — cos ж) = —R(smx; cos ж);
3) R(— sin ж;

— cos ж) = R(smx; cos ж);
то для вычисления интеграла удобнее использовать соответственно

подстановки:

1) t = совж, ж G (-тг/2;тг/2);
2) ? = sin ж, ж G @; тг);
3) * = tgar, ж е (-тг/2;тг/2).
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В некоторых частных случаях вычисление интеграла A) достига-

достигается другими приемами.

2. Интегралы вида р
/ R(shx;chx) dx, D)

где R(u;v) — рациональная функция переменных и и г?, всегда мож-

можно свести к интегралам от рациональных функций

2t 1 +
2

с помощью гиперболической подстановки t = th(x/2). Иногда удоб-
удобнее использовать подстановки ? = shx, ? = chx, t = thx или другие

методы (см. примеры 3, б, 7).
3. Интегралы

/ sinpxcosg xdx, shpxchqxdx, p,q? Q, E)

подстановками t = sin ж или t = cos ж и соответственно t = shx или

? = chx всегда можно свести к интегралам от дифференциального
бинома (§ 3, п. 3).

4. Интегралы вида г

jPn{x)f{x)dx, F)

где Рп(х) — многочлен степени n, a f(x) — одна из следующих функ-
функций: еах, sin ax, cos ax, In ж, arcshmx, arccosax, arctgax, arcctgax,
a e R, вычисляются с помощью, вообще говоря, многократного интег-

интегрирования по частям. Методами интегрирования по частям и заме-

замены переменной интегрируются и некоторые другие трансцендентные

функции.
5. Интегралы от трансцендентных функций часто не выражаются

через элементарные функции. К таким интегралам относятся, напри-

например, следующие часто встречающиеся интегралы:

x, J=[e-x2/2dx, xGR, G)
Д/27Г J

Первообразные G), обращающиеся при х = 0 в нуль, обознача-

обозначаются соответственно Si(x) [интегральный синус) и Фо(ж) [интеграл
вероятностей). Первообразная (8), стремящаяся к нулю при х ->• +0,
обозначается \\{х) и называется интегральным логарифмом.

ПРИМЕРЫ С РЕШЕНИЯМИ
dx

Пример 1. Найти интеграл / —
J 3 sin x + 4 cos x + 5

А Положим t = tg (ж/2), -тг < ж < тг; тогда

2* 1 - ?2 , 2dt
___, cos*=—,
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и, следовательно,

dxГ dx
— of d

J 3sinx + 4cosx + 5
~

J Ы + 4A — t24A — t2) + 5A + t2)

tt о тт - /" 2 sin ж + 3 cos x j
Пример 2. Найти интеграл / —ъ — dx.

У sin x cos ж + 9 cosd ж

А Подынтегральная функция обладает свойством

R(—smx; -cosж) = R(s'mx;co8x).

Поэтому применяем подстановку t = tgx (—тг/2 < ж < тг/2). Разделив
числитель и знаменатель подынтегральной функции на cos3 ж, полу-
получим

/J2tgж + 3 ,. f2t-\-3
= / —^ dtg x = / —

Г 2sinx + 3cosx , /J2tgж + 3 ,. f2t-\-3,,/ —^ dx = / —^ dtg x = / — dt =
У sin2 ж cos x + 9 cos3 x J tg2x + 9

ь J t2 + 9

= ln(t2 + 9) + arctg | + С = ln(tg2x + 9) + arctg ^ + С. А

Пример 3. Найти интеграл ch3xsh8xdx.

А Подынтегральная функция обладает свойством

R(shx;—chx) = —i?(shx; chx).

Поэтому, применяя подстановку t = shx, получаем

[ch3xsh8xdx = [(l + sh2x)sh8xdshx= ГA + t2)t8 dt =

/9 /n 1 1

Пример 4. Найти интеграл / —
j si

_

~

1

dx

sin ж cosz x

2
,А Используя тождество 1 = sin x + cos ж, получаем

/с/ж
Г sin2 ж + cos2 ж , /" sin ж , Г dx

5—
= / : 5 б?Ж = / — б?Ж + / =

sin ж cos^ ж У sin ж cos^ ж У cos^ ж У sin ж

fdcosx Г d cos ж 1 1, 1 — cos ж
= - / о / i Г"

= h ~ 1п
У cos2 ж У 1 — cos2 ж cos ж 1 + COS Ж

Пример 5. Найти интеграл / cos4xdx.

а тт л. 2 1 +cos 2a
А Используя дважды формулу cos а =

, получае

С 4 у Г /1 + cos 2ж \2
7

ж
,

sin 2ж
,

1 /" 2 о у

/ cos xdx — / аж = - Л V - \ cos 2x dx =
У У\2/ 44 4У

ж
,

sin 2ж
,

1 /" 1 + cos 4ж , Зж
,

sin 2ж
,

sin 4ж

4+ + 4j^dxY +

тт г tj - /*2 8Ьж + ЗсЬж,
Пример 6. Найти интеграл / — — ах.

У4 8Ьж + 5сЬж
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А Представим числитель подынтегральной функции в виде линей-

линейной комбинации знаменателя и производной знаменателя:

2shx + Зспж = aDshx + 5chx) + /3D ch х + 5shx).
Для а и /3 получаем систему уравнений

Г 4а + 5/3 = 2,

| Ъа + 4C = 3,

из которой находим а = 7/9, /3 = —2/9. Следовательно,
/
/
У

Зспж^ _

7 /* , 2
~~i т Z- т

CLX — ~

/ CLX ~

4 sh ж + 5 ch ж 9 J 9
CLX —

7 2 f
= - ж - - /

9 97
dDshx

= - ж - - lnD sh ж + 5 ch x) + С. А
9 9V

}
9

Пример 7. Найти интеграл / %—— dx.
J srrx

А Воспользуемся формулой интегрирования по частям, положив

chxdx
и = chx, dv =

Тогда
= /

J shx 2J

Следовательно,

v =

7 chx 1 f dx
dx = 1— /

,

dx fdth(x/2)

1

sh (ж/2)сЬ (ж/2)

ch2x , chx

_ f
th(x/2)

_

~ П 2C.

1
C. A

Пример 8. Найти интеграл /
dx

v sin5 ж cos ж

А С помощью подстановки t = sin ж интеграл сводится к интегра-

интегралу от дифференциального бинома

Заметим, что число (см. § 3, п. 3)
1

, -5/3 + 1

является целым, и поэтому подстановкой -1 + ?~2 = и3 интеграл
приводится к интегралу от рациональной функции, причем в данном

случае к интегралу от постоянной. Однако для вычисления интег-

интеграла удобнее применить подстановку t = tgx:

n5 ж/ cos5 ж
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Пример 9. Выразить через интегральный логарифм Н(ж) и эле-

элементарные функции интеграл / —^—, ж < 1.
J In ж

А Воспользуемся формулой интегрирования по частям, положив

7 dx
и = ж, av = ^— ;

ж In ж

тогда получим
1 _ 1 _

Г dx
_

Г d\nx
_

1

J х\п2 х У In2 ж In ж

Следовательно,
Гс/ж

_

ж
, f dx

_

x
iy(\ifiA

У In2 ж In ж У In ж In ж

Пример 10. Выразить через интегральный синус Si (ж) и элемен-

элементарные функции интеграл / Si(x) с?ж.

А Применим формулу вычисления по частям, положив

и = Si(x), dv = dx;

тогда

du = аж, v = x.

x

Следовательно,
/ Si(x) dx = x Si(x) — sinxdx = x Si(x) + cos ж + С А

ЗАДАЧИ

Найти интеграл A-6).

1.1) / s'mxs'mSxdx; 2) / 8'm2xcos4:xdx; 3) / cosxcos4x(ix;

4) 8'm(Sx-\-2) cos(x — 1) dx; 5) / sinxsin2xsin3x(ix;

6) / cosxcos3xcos5x<ix; 7) sin2 x cos(Sx + 1) dx;

8) / cos2 2ж cos2 Зж <ix.

sh ж sh 7x dx; 2) / sh3x <ix; 3) / ch x ch 2ж ch Зж dx;

} J 8Ь2ж

o -,ч
Г sin 2ж , оЧ Г sin Зж , оЧ

Г cos Зж , ,ч
Г cos ж 7

3. 1) / —— dx; 2) / йж; 3) / —=— dx; 4) / -—— dx.
J

J cos3 ж J
] cos ж

у
У sin5 ж У sin4#

4. 1) / cos3xdx; 2) / sin3 ж cos4 x dx; 3) / cos3 ж sin8 x dx;

4) / cos5 2ж sin7 2ж dx; 5) / cos3 ж cos 2ж dx; 6) / cos2 Зж sin ж б?ж.
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5. 1) ch3xshxdx; 2) I s\v2x civ3x dx; 3) /sh4xch ^ dx;

4) sh3xch.2xdx.

6. 1) sin2 x cos2 x dx; 2) /sin44x<ix; 3) cos63xdx;

4) /sin4:c ж cos6 ж (

7. Для интегралов Jn,m = / sinn xcosm xdx, n,m G А/, доказать

рекуррентные формулы
шп-1хсо*т+1х

,
п-1

Т
~г

. ^п—2.17П
n + m

'
n + m n + m

_

sinn+^cosm~^ m-1

и с их помощью вычислить интеграл / sin6 ж cos4 xdx.

Найти интеграл (8-19).

8. 1) fsh22xch22xdx; 2) fch4xdx; 3) fsh2xch4xdx;

/ S
2

„ . ч Г dx ~ч /" sin4 ж 7 оЧ Г dx .4 fcos4 ж 7
9. 1) / —— ; 2 / dx; 3) / — —

; 4) / —— dx.
У cos3 ж У cos ж У sin^ ж cos3 ж У smd ж

с/ж оЧ /" с/ж .ч /" вЬ4ж 7

-| -| -, ч, ; ъ^и л/ 7 ^ч, ; v^wu ^ 7 о ч, / С/Ж

sin5 ж
'

У sin3 ж
'

У sin ж cos0 ж
'

.ч Г dx z\ f dx n, Г sin4 ж ,

^ч /", 5 ,

4) / —^ ^5 5) / —^5 6) / —In- ^Ж5 7) hgxdx;
J smz ж cos4 ж У sin4 ж У cosiU ж У

8) ftg6xdx.

±^. i; /
———

ах, z; /
——

ах, о) j j.( )

4) / ^/Х^ ; 5) [th3xdx; 6) [th4xdx.

' J Ccosx-lK; j У sin^l + cos^)' W ^2^ '

.ч /" 2 sin3 ж + cos2 ж sin 2ж , г, Г sh.2x-\-
4) / —— о—; dx'i 5) / -^—о г.У sin ж + 3 cos2 ж У сп2ж — Зспж

^ч
/" вЬ2ж + ЗвЬж ,

У сЬ2ж + 2сЬ2(ж/2)
.ч /" cos ж с/ж

^ч
/" sin 2ж с/ж

У sin2 ж — 6 sin ж + 5
'

У 3 + 4 sin2 ж
'

оЧ /" cos5 ж + cos3 ж 7 .ч fcos ж — совЗж 7

3) / —г-* т^— dx; 4) / г^ йж;
У sin ж + sin ж У 1 — sin ж
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dxr\ f dx
. f\\ f

' У сп3ж + 3спж'
^ J

15 .1) / Ъ***
; 2) fC0SX-sinX dx; 3) /

8

y У tgx-3
y У cos ж + sin ж

y У •

2
.ч /" a\ cos ж + 6i sin ж 7 о 7o . ~

r4 f 4ch ж - 3shx ,

4) / -— dx, a2 + b2 ф 0; 5) / -— — dx;
J a cos x + o sin ж J 2cn x — sn ж

6) /"-^-; 7) Michx + Mhx
a2 + b2#Q_

i 1-thx
y

У achж + Ьshж

-I g
-.4 /" ^ж 2\ /" ^ .

У 2 cos2 ж + sin x cos ж + sin2 ж
' У cos 2ж — sin 2ж

'

dx ., Г dx
| | 7T<f dx ., Г

У 4со82ж-28т2ж + 8т2ж'
] J 5 + cos2 ж

'

У 2 + Звт2ж - 4 cos2 ж
' J a cos2 ж + 6 sin 2ж + с sin2 ж

' '

7\ f dx
m

, rdx
} J 38п2ж-78пжспж + 3сп2ж

' } J 10 сп2ж - 2 sh 2ж - 1
'

с/ж

1 - 6 sh 2ж - 37 ch ж
'

с/ж ~ч Г thxdx
7

v Г dx v /• th ж dx

} J tg2ж + 4tgж'
j J (th» + 2J"

18.1) /l±M?cfa; 2) / зСО8Ж^ ; 3) /^У sin 2ж У sin3 ж + cos3 ж У sin4 ж + cos4 ж

Л\ [ ^Х
• К\ [ COS2 Ж б/Ж 2 i L2 / Q.

У sin4 ж + cos4 ж' У (a2 sin2 ж + б2 cos2 жJ
'

^ч
С dx

7\ f sh2^ ^ж
q^ f сп ^ж ^ж

j
У Sin6 Ж + COS6 Ж

' j
У 1 - 8П2Ж

' j
У 8П4Ж + сЬ4Ж '

, r sh2xdx
,

. г с?ж

У У l + sh%'
У У (сп2ж + сп2жJ'

-I \ /" dx
. о\ f ^х о\ f dx

J sin ж + cos ж
' У д/з cos ж + sin ж

' J sh ж + 2 ch ж
'

dx ,~\ I dx p.
, a > 0;

б) [
dx

а2+Ъ2^0.
J a cos х -\-Ъ sin ж

20. Для интеграла Jn = Г 7—: ^ ,—, а2 + б2 ф 0, n G Л/,
J (asm ж + осовжO1

доказать рекуррентную формулу
т

1 / a sin ж — 6 cos ж
, ( оЧ т

\
1

^ =
7

in/ 2 i ь2\ 7—: ГТ ^ГТ + (п ~ 2)^п-2 ,
п > 1,

(п — 1)(а2 + б2) V (asinx + bcosx)n~1 J

и с ее помощью найти интеграл / —.

J B cos ж + sin жK
21. Найти:

с/ж ЛЧ Г dx оЧ Г dx

У 1 + 4COSZ5 2) У 4 + cosx; 3) У 4 — sin ж
'
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л\ [ dx
р,ч

Г dx „, Г

)
У 6-5sinx + sin2x; )

У 1 + Юспж' ) J
^ч /" dx

гл о\ f dx
л

7) / — ,
с > 0; 8) / ,

а > 0.
У о sn ж + с J a cos ж + с

/с/ж — \а\ ф \с\, п Е А/, доказать
(a cos ж + с)п

рекуррентную формулу

j _

1 / а sin ж
п

(п — 1)(а2 — с2) V (а cos ж + с)п~1
- Bга - 3)cJn_i + (га - 2) Jn_2) ,

га > 1,

и с ее помощью вычислить интегралы:

-^\ f 5zi о < е < 1* 2) / — е > 1

У A+?СО8жJ'
'

У A+?СО8жK'

23. Найти интеграл:

2)
cos ж + sin ж + 1

' У 4 cos ж — 3 sin ж — 5
'

3) f —

• 4) Г —

;
У 3 cos ж + sin ж + 5

'

У 7 cos ж — 4 sin ж + 8
'

5) / ^
; 6) [

Зспж
CLX^_\ С CLX о о 7 о

7) / — —¦

,
с2 > а2 - Ь2;

У аспж + овпж + с

8) [ %-. , О л/а2 + б2 > 0.
У а cos ж + о sin ж + с

24. Найти значения А, 5, С, при которых верно равенство

С а\ cos ж + bi sin ж + ci , . , , , .

/ --; ах = Ах + В In a cos ж + 6 sin ж + с +
У а cos ж + о sin ж + с 7

, т f dx 2 ,

У а cos ж + о sin ж + с

Найти интеграл B5-27).
о- 1Ч /" 1 — sin ж + cos ж ,

^ч /" sin ж с/ж
25. 1) / —— dx; 2) / -;

У 1 + sin ж - cos ж У cos ж + sin ж + л/2

^ч
/" С08ж + 2 8тж ,

< дч
/" 2 cos ж + sin ж — 3 7

W 4cosaj + 3sinaj - 2
Ж' ' J 2 cos ж — sin ж — 3

гЧ /" 1 — сов(ж — а) 7 ^ч /" 8Ьж + 2сЬж 7

5) / ) Jr dx; 6) / — dx;
J X LyvJo l Ду \^ \Jb J J ?i Oil Jb VsA-L Jb X

7^
/" сЬж + 2 8Ьж + 3 7

or, н ч f sin ж , оЧ /" 1 — 2 sin 2ж + 2 cos ж ,

26. 1) / :— dx; 2) / : dx;
J 2 cos ж + sin ж У sin ж + cos ж

2 cos2 ж — sin ж cos ж + sin2 ж ,

б/ж*
sin ж + 2 cos ж

'

.ч /" ai cos2 ж + bi cos ж sin ж + ci sin2 ж , 2 y2 ,
^

4) / — —; dx, a2 + b2 ф 0;
У a cos ж + о sin ж
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5) / —: :— dx; 6) / —,

^^

— ^x
J 5 sh ж + 3 ch ж J 3 sh ж + 5 ch

27. 1) f cosf~2siax dx- 2) (jll
J 3sinz ж + 4cos2 ж J [о si

o4 Г ai cos ж + 6i sin ж , ,
л

3) / —-—, , . 2 "ж' ^ > « > 0;
J a cos2 ж + о sin ж

, у ai cos ж+ oi sin ж , 2 , h2 / n.
J (acosx + osma;)^

r4 /" 2 8пж — сЬж 7 ^ч /"
' / T~h2 ъ2 dx; 6) /

28. Найти значения А и В, при которых верно равенство

/{а\
cos ж + oi sin x)dx

— А [ ^ti
\ r> f ^2

a cos2 ж + 26 cos ж sin ж + с sin2 ж J k\t\ + Ai У fet| + Л2
'

здесь 6 ф 0, а ф с, Ai, A2 — корни уравнения

(А-а)(А-с) = 62,

ti = (с — Af) sinx + 6cosx, &i = 1/(с — Af), i = 1, 2.

Найти интеграл B9-33).
„

^ч
/" (cos ж + sin ж) с/ж

< ^ч
/" sin ж — 2 cos ж ,

У 5 cos2 ж - 2 sin 2ж + 2 sin2 ж
' У 1 + 2 sin 2ж

30 1ч
/• A+8Шж)с/ж . 2ч

/*

У sin 2ж + 2 sin ж
' У si

~ч, /" sin ж с/ж .ч /" 2 sin ж — sin 2ж ,

У A — cos ж + sin жJ
' У sin3 ж + A — cos жK

'

/" спж + 28пж — 1 ,

^ч
/"

У 8пж(спж-38пж-1)
' j У 8

,

31.1) [ sm5x$^x~dx; 2) Г ^LJL dx; 3) /

4) / dx; 5) / cn^xvsrrxax; 6) /
3

ax.

cos ж v sin2 ж J J л/сЬ2ж

; 2) f d^==; 3)
J_ СО8ЖЛ/81П^2ж

4) / ^/tg3x(ix; 5) / ——^— dx; 6) / Vthxdx.

r

J

2) /
ол тт т //^^((ж-^)/2) \П j ni о34. Для интеграла Jn = / (_ii__^i) «fa, „ = 0,1,2,

доказать рекуррентную формулу

Jn= r- .

, 7/o +2cosaJn_i - Jn_2, n > 1,
n- 1 \81п((ж + а)/2) /
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и с ее помощью вычислить интеграл J%.

Найти интеграл C5-41).

л\ f dx
к\ f ^х

а\ f dx
4} J W^W] ' J H + IJ - (e*+> + 1У-

; 6) J 7Шx _i_ P2x

7) /Ve2* + 4еж -

36. 1) [х6 + х)е
х

ах: 2) / —dx: 3) / —5—5
У У ch ж - sh ж У sin2 ж

:—; 5) X8'mxcos2xdx; 6) / (sinж — жK dx;
л. | о111 JU J J

7) fx2exsmxdx; 8) Г еах sin3 bxdx, a2 + b2 ^ 0.

37. 1) |
lnA

~J
+ ж2)

^ж; 2) Jex\n(l + e-x)dx;

3) / 1п(л/^ТТ + л/^7^) da:; 4) f (xln^ dx.

38. 1) / arctg dx; 2) x arctg (x + 1) <ix;
J x 1 J

3) / xarccosEx — 2) б?ж; 4) / x7diTctgxdx.

39. 1) / дьтсътл/хdx; 2) / д/жarctgл/хdx;

3) / жл/l — x2 arccosx dx; 4) / dx.J J J J л/ГТ^

40. 1) fe-x&YCsmexdx; 2) fearcsinxdx; 3) ГBx + l)earctzxc

4) fx(l + x2)-3/2earctzxdx.

At i\ /" ж cos ж — sin ж 7 n\ f sin ж — cos ж ^ 7
41. 1) / dx; 2) / = ex dx;J ж2 У sin2 ж

ж3 + 2ж2 - 2ж - 2 «
,

Ж2A+ЖJ
- —

п

42. При каком условии интеграл Jn = ( V^ —|- |еж б?ж, где

постоянные, является элементарной функциейГ
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43. Выразить через интегральный логарифм \\(х) и элементарные

функции интеграл:

1) f — dx.xKO; 2) [^—^e-xdx, ж > 0;
У х J ж

р3х

^ &, х < 0;

/Г
rlr Г г100 г/г

ex\n\x\dx, х<0; 6) / -=-
, я? < 1; 7) /^-^,ж<1;У кГж i 1пж

ж In4 х dx о

<

44. Выразить через интегральный синус Si(x) и элементарные

функции интеграл:

1Ч /"ж sin х — cos ж ,

оЧ
Г sin3x ,

оЧ /" sin ж ,

1) / dx; 2) / —г— dx; 3) / dx;
J XZ J X6 J X

A ч С sin2 ж ,

4) / dx.
J x

45. Выразить через интеграл вероятностей Фо(ж) и элементарные

функции интеграл:

1) je~^x2+2x+lUx; 2) je-(ax2+2bx+cUx, a > 0;
2

3) Jx2e-x2dx; 4) f ^ dx; 5) |(l - l)e-(*2+V*2)/2 ^x;

6)

46. Выразить через F(x;k) и Е(х;к), т. е. через эллиптические

интегралы первого и второго рода в форме Лежандра (§ 3), и через

элементарные функции интеграл:
нч /" с/ж ъ\ f 1 + со8 2ж ,

оч /" dx
1) / =; 2) / dx; 3) / ;

У л/7 + cos 2ж J \/17+ 8 cos 2ж У л/cos 2ж

47. Выразить через функции Si(x), Н(ж), Фо(ж) и элементарные

функции интеграл:

I) fsmxSi(x)dx; 2) f\i(x)dx; 3) ГФ0(х) dx; 4) fxSi(x)dx;
—х2 /2

5) [Si(ax)Si(bx)dx, ab^O; 6) /жФ0(ж)^ж; 7) f %-r^ dx;
J J J Фо\х)

8) [e-x2/2<S>0(x)dx; 9) f хех^2Ф0(х) dx; 10) Гхе~х2/2Ф0(х) dx;

II) j$l(x)dx; 12) У* е
^

2^2°(Ж)СЬ; 13) /1п|ж|Ф§(ж)^ж.
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ОТВЕТЫ

1 ч sin 2ж sin 4ж п оч cos 2ж cos 6ж n
г-1}~4 8~+С; 2) ~4 12~+С;
оч sin5x sin3x

п АЛ cosDx +1) cosBx + 3) п

3) ~[Г
+ ~^+С; 4)

8 4
+С;

р,ч
cos6x cos4x cos2x ^

5) ~24 16 8~+С;
п, sin9x

,
sin7x

,
sin3x

,
sin ж

,
„

6) ~^
+
^

+— + — +С;

^ч sin(x + 1) sinCx + 1) sinEx + 1)
4+ 620

x sin2x sin4x sin6x sin
+ + + +

o4 x sh2x sh4x sh6x ^ лХ 1 ,
o ^

3) - +
-g-

+
^-

+
^^

+ C; 4) -arcctgsh2x + C.

3. 1) — h C; 2) In I cos x\ - cos 2x + G;y
cos ж

J ' '

3) ^-^^+G; 4) i
sin ж 4sm4x 8

A .,
ч . sin3 x „

оч cos7 x cos5 ж ^4. 1) sin ж — + С; 2) — —- + С;
3 7 5

9ч sin9 ж sin11 ж
^ лЛ

sin8 2ж sin10 2ж sin12 2ж
п

3) ~э IT" + C; 4) ^e io~
+
~^4~

+ C;

r\ • 2 2 sin5 ж
, ^

5) smxcoszxH ho;
0

n, 16 cos7 ж
,

24 cos5 ж о о ^

6) 1 3 cosd x + C.
7 5

5. l)^?+C; 2)^ + ^i+C;
3) fshSf + f
4)

5̂

оЧ Зж sin8a; sin 16ж
2) у-Чб-

+
^2^

9ч 5ж втбж sin 12ж sin3 6ж
^

3)
16

+
~1T

+
~64 144~

+ C;

.ч 24ж — 8 sin 4ж + sin 8ж sin5 2ж
^

4)
2048

+
^2Г

+ C-

7. — sin7 ж cos3 x + — sin7 ж cos ж — —- sin5 x cos ж —

1.3 3 Зж
~

T^
sm ж cos x ~

^
sm ж cos x + ^i^128 256 256

1A вЬ8ж ж
^ оч

Зж
8- 1}  4"

"

8
+ С; 2) Т
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о\

48

,

64 24

9. 1)

оЧ 1 , 1 + sin ж . sin3 ж
2) 2lnT^i^-Sma;-^-
3) | In

4) | In

10. 1) ln

sin ж

3)

4)?
11.

3)

3 cos ж
,
„

- - cos x 5 h С.
2 2 sin2 ж

. J_ + С; 2) - - In
сЬж

' J
2

1

arctg sh ж + G.

r* o^i
sin2

32

спж

2 sin2 ж

4)

Oil* I i ГЧ
2 In sin ж + С;

7) ^-
12. 1) ^
3) Ithf
5) bcha;-

2)

+ C;

4)

cos жo4 cos ж 3%/2 ,

3) -5 Г" 1п
1-л/2 cos ж

1 + л/2 cos a;

+

\n\shx\+C;

2A+со8Ж)

л/31 , cos ж — cos ж + 1 1

2 (cos2 ж + cos ж + lK -у/з 1 + 2 cos2:

1, C-chzI0 ,
„

ln(ch2a; + ch x + 1) + 4= arctg 2ch*L+1 + С6)

14

3) sin ж —

4)

5
in +C; 2) -

4 1 — sin ж 4

— 6 arctg sin x + C:

in
ina;

- 2arctg sinx + C;
in ж

& '
- sin ж
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5) -arctgshx- -arctg—- + С;
3 6 2

^ч 1 , s

6) - In —J
3 sh

,
2

1
2s

arctg
л/3 л/3

h С.

15. 1) (x + 31n | sin ж
— 3cosx|)/10 + C; 2) In | sin ж + cosx| + C;

o\ о •

i
. x + a

3) x cos a - 2 sin a In sin —-—

aai + bh ba\ — ab
- In \a cos x + b sinж| + G;

5) у
- -lnBchx-shx)

s~*\ *b . oil ?jJb oil Jb , •-y

6) - +
-^-

+ — + C;

ab\ — ba

2a

16. 1) —arctg

2) -L=
2л/2

6)

\ л , ,
7 -, i , ^-y 9/79

~ ln|achx + 6shx| + G, если a2 ф b2;

C, если b = ±a.
2a

tgx + 1 - л/2
3)

2
'

1

2-tga

1 2tga;

ac = b2;

^c - 62

1

arctg + С, если ac> b2; ; —г + С, если

2л/62 - ас

In

/ 1.9
ac — bl

с tg x + b — \Л2 — ас

ctgx b2 — ac

7) | In

9) iln

thx- 2

3 th ж - 1

thx - 2

thx + 2

C- 8) — arctg

7; 10)

ctgx + b

+ С, если ас < b2;

thx-2 „

thx

17. 1) — A71n|sinx| -ln|sinx + 4cosx| -Ax) + C;
68

2) 5 c.

18.

, 1
У

6

1
, 2tgx-l

-= arctg —?-=—
л/3 л/3

3) arctg tg 2x + C; 4) -L arctg

3a4

+ C;

если

+ С, если а/0, 6 = 0,
о4

+ С, если a = 0,
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6) arctg + C; 7)-*+^ in

8) -—= arctg
V ^

9) arctg Bth2ж - 1) + С = arctg sh2x + i

1Ач 3 thж 1
,
ii

, л

10) --7—5
—

F arctg —=¦ + G.

; 2)Iln|tg(| + |
3) ^ \/3

, ath(ж/2) + b ~ l2 2
: arctg /== Ь ^? если о < az,

/62 - a2
In ath(x/2)+b-Vb2 -a2

ath (ж/2) + 6 + \Л2 - а2
C, если b2 > a2,

- (shx =p chx) + С, если b = ±a;
a

1 ' ' ^ l'

+ С, где (^ удовлетворяет условиямб) In (f + f)l
siny? =

/a2 + 62

on
2 sin ж —cos ж

a2 + b2

1

10B cos ж + sin жJ Юл/5
In tg

ж + arctg 2

i
21. 1) -^— In

л/3 tg (ж/2) + л/5

., 2
4) ^=

5)

6)

7)

2
4

3 th (ж/2)
arctg -

y ' '

~

7!arctg
3tg(s/2)-l

2л/2

Зл/ТТ

In
Зл/5 (th (ж/2) - 2 - л/5J|2 th (ж/2) - 1 + л/5|

1
'

л/РТс2
2 sign с

In
cth (ж/2) - Ъ - л/Ъ2 + с2

sign с
> ( с — а, ж\,^ ,

=== arctg А/ —— tg - ) + С, если \с\ > а,2
— а2 \у с + а 2/

In
л/а — с tg (ж/2) + л/а +

л/а - ctg (ж/2)
- л/а +

,
если с < а,

Vaz - cz

1 ж 1 ж
— tg —¦ + С, если с = а, ctg - + С, если с = -а.
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22-1}

23. 1) In

31 4,»*^ + С; 4) In

5Ч
6) k

th(x/2)
th(x/2)-3

С = -

^

9tg(a;/2)
tg(s/2)-5
tg(x/2)-3

2e"*) + C;

1

л/с2 — a2 + 62
In (c - a)th (ж/2) - b + \/c2 - a2 + 62

(c - a)th (ж/2) - 6 - л/с2 - a2 + б2

1
если а ф с,

- In

л/с2 — а1 — о1

24. A = -

= arctg

+ С, если а = с;

л/с2 — a2 — b2

a2 + b2

25. 1) -ж+ 2 In tg(x/2)
tg(*/2) +

2) — — - ln(cosx + sin ж + л/2) 1

2 1
3) -x - - In |4cosx + 3sinx - 2| +

о о

5л/21

4)
3

_ iln|2cosx-sinx-3|+ ^arctg 5tg(ж
0 0 0

=
Ci
- С -

С;

2л/Зtg(ж/2)-л/3 + л/7

2л/^§(ж/2)-л/3-л/7

5) (cos2a)x - 2(sin2a)ln

«I'

sin
x + a

- 2(sin2a)ctg
ж + a

-ln|2shx-chx-l|+ -In 2th - -1

7) -ж In 4chx + 5shx + 6 — InУ
3 3

' '
З/5

2 th (ж/2) -5 + Зл/5
In

Зл/5 2^(ж/2)-5-Зл/5

26. 1)

2)

-(—
5\л/5

In tg
ж + arctg 2

- 2 sin x - cosxj + G;

3I (sisin ж + 3 cos x H — In
/5

tg(f + f
ж + arctg 2

tg
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4) ——— ((aai + ЪЪ\ — ас\) sinх + (Ъа\ — аЬ\ — Ьс\) cosх +
CL "т" О \

a c\ + b a\
— abb\

In tg
а; + ц>

где ip удовлетворяет условиям sin ip = -^=^= ,
cos ip =

^ ( 5 sh x - 3 ch x -In
4

ЙЛ /к , о , 17 , 5th(x/2) + 3\
, ^

6) - 5 sh х - 3 ch x — arctg к—^ + С.
о V 2 4 /

о^_ 1Ч
2

,
cos ж 1 , 2 +sin ж

27. 1) -р arctg —=^ + - In : h
л/3 л/3 4 2-sinж

2) iiD
25

— In
125

ж + arctg D/3)

3) -= arctg 4 / sin х Н г=

ЛIn
/b — a cos ж — V

/b — a cos ж + V

где sin у? =

1 л/78пж ~

-^arctg^+C;
+ Aarctg4th(^_2)

+ 3+a

28 j _ ai(a - A2) + ?>i6 „
_

ai(a - Ai) + fab
'

"

b(A2-Ai)
'

"

b(Ai-A2)
'

or» i\ 3
,

/ .
o

ч

,
л/б i л/б + 2 sin ж + cos ж

,
„

29.1)- arctg (sin x — 2 cos x) + -^— In -^= h C;
5 60 д/б — 2 sin ж — cos ж

1

2) -^=7
4/б

2 sin ж — 2 cos ж

+ 2 sin ж + 2 cos ж
In

л/2 — 2 sin ж — 2 cos ж

л/2 + 2 sin ж + 2 cos ж
С.

30. 1

2) A/6) In |tg (x/2)\ + E/6) In |tg (x/2) - 3|-

3)
1

l + tg0r/2)"+ln
1, (tg(x/2)

tg(x/2)

tg(x/2)

6
V3

5) (l/3)EIn |th (x/2) - 3| - 2In |th (ж/2)|) + С;
(th(x/2)-2J 4

61 -1>
3

П
+4

g
л/3

'

31. 1) - -=- cos4/3 жB0 - 16 cos2 x + cos4 x) + C;
80
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2) -^smi/5xG-2sixi2x)+C; 3)

1
4) ± In

^-sina^1 +
4 (l+sina;)(l-

5) ^
2

6) |
2) ?

/COS Ж
3

+ С;

sin2 х - 1

-7) + С.

С;

3) —= In I sin ж + cos x - -\/sin2x| H ^ arctg
Sm

h C;
у 2 V 2 cos ж — sm x

4)

5) ^rtlr
6) |ln
33. 1) -

2) -¦

2л/2 tgx-
+ —= arctg

tgx - 1

1 - Vth ж

— arctg л/thx + G.

ncoscp
cos" sin +

chsh
nch^ 2 2

34. J3 = cosaBcos2a-l)a;
,

• (sin((x — а)/2) V
+ sina( -г-;} гтт^

V sm((x + a)/2) /

. о
.

о sin((x — а)/2) о
.

/о , i\i

+ 2 sm 2а —тт rV4 — 2 sm aB cos a + 1) In
sm((x + a)/2)

v J sm
x + а

35. 1) arctg B sh x) +C;

6

4) ж-1п|1-еа;|+ —i
1 —

1
y

4shl

6) -1

7)л/ё

2A-ежJ 3A

>-ж + ch l(x - ln(l + ежсп 1))) + С;

-С;

c.

2 lnB — 1) — arcsm
2-е"

л/5
/1 _|_ рЖ /Л рХ1

4
П

36. 1) -(l+^)e-*2+C; 2) ^ + (х - 1)ех - | + С;

3) In | sin x\ - х ctg ж + С;



70 Гл. 1. Неопределенный интеграл

ж 1
5) - C cos ж — cos Зж) Н (sin Зж — 9 sin ж) + С;

6 18
1 О / О \

6) - cos3 ж + - cos2 ж + 5 cos ж + ж sin ж ( б + - cos ж j
—

7) -ех((а

4 V

37. 1) In

3) ж 1п(л/1 + ж + л/1 — х) — - (ж — arcsin ж) + С;

4) ^2
"

— bcosbx) a sin 3bx — 3b cos 3bx

7

л/1 - x + ж2 1пA-ж л/3 arctg ¦С;

38 . 1) (ж - l)arctg ( - - l) + - 1п(ж2 - 2х + 2) + С;
\ Ж / Z

2) i (x2arctg (ж + 1) - х + 1п(ж2 + 2ж + 2)) + С;

3) -jj^ (E0ж2 - 9) arccosEx - 2) - Eж + б)\/20ж - 25ж2 - 3) + С;

4) i((x8-l)arctgx- у +
у- у+

39. 1) i (\/ж - ж2 + Bж - 1) arcsin фс) + С;

2) - AпA + х) — х + + С;

3) -(ж3-3x-3(l-x2K/2arccosx) + C;

4) Vl + Arctg x - In (ж + \/1 + ж2) + С.

40. 1) ж - е~ж arcsinех - 1пA + \/1 - е2ж) + С;

2) i (ж + ж + л/1-ж2)еагС81пж + С; 3) (ж2 +

4)
xl

+

2л/1 + ж2

41. 1) (smx)/x + C] 2) e^/sinar + C; 3) ж/In ж + С;
4) ж/A + 1пж) + С; 5) A - 4/ж)еж + С; 6) ех/A + ж2) + С;

т2_|_т_|_1 Т_(_О
7"|

х -г х -г 1
ж ^^ ^ч

х -г ^
ж ^

ж^ ж^ + ж

42. ^ "fc
= 0.

43. 1) И(еж) + С; 2) е~х + И(е-Ж) + С;
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5) ,

7I

8) <

Л Л

3)

45.

3)

>4Це2х-4

О^ 1 Т1 гр
_• 111 JU

—
Ol \Ju j \

)-

И(е

е2Це2х~2) + С

Х) + С; 6) \

cosa;
, п о^

х
' С' "J

4) |CSi(a;)
2ж + 1) + С; 2)

с)-же-ж2) + с

; 4I

(И(Ж) -

21
иа;+

2

(Ci\\(r^x\ ОЖ + 1

х{1+\ъх)\ , ^.

In ж /

In ж - 2 )

2 2ж2

- Si (Зж)) + С.

; 4) -

-аС)/афо(^<аж
Ж

е3ж)

+ Ъ))
Дх)

+ С;

+ С

+ С;

5)

6) ^

3) -^
V 2

sin ж);
v̂ 2

л\ t?( ¦ 2cos(x/2) л/3\
4) -F(^arcsm A^;_j
47. 1) -cosa;Si(a;)+ ^Si
3) хФ0(х)+

j=
; 4) -$i

; 2) ili(i) - Н(ж2) + С;
2

—sina;
,

C;

5) x Si(ax)Si(bx) H— cosaa;Si(&a;) + - cos bx Si(ax) —

- ± (Si((a + b)x) + Si((b - a)a;)) - ^ (Si((a + b)x)

Si((a-b)x))

6)

10) -

11) ж

12)

; 7)

С; 9)

(ж) + ф
л/2

C.

С;

- 4= фо(л/2ж) + С;
V7T

13) (InИ - =i С.
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§ 5. Интегрирование разных функций

ЗАДАЧИ

Найти интеграл A-196).
Л

Г х3 — х2 *

9
r

У ~7Тз~ У
xdx

ч
ч

ж4 + Зж3 - 1

с/ж

2ж2 - х + Г
х4 dx

в

У
ж dx

12ж + 35'

г

У (ж-

xdx

E - ж) с/ж

-1)(9ж2+6ж + 4)
'

У (ж-3)(ж2-5ж-
л

Г ж2 - 2ж - 5 ,

^ л /" ж3 с/ж
9. / — dx. 10. /

У ж3-ж2 + 2ж-2 У

11.

•3
- ж2 + 2ж - 2

(ж3 + ж2) dx
12.

ж3 - Зж + 2
'

2ж4 - 2ж3 - ж2 + 2

ж-2)Bж2-ж + 2)
' "'

У 2ж3-4ж2 + Зж-1
с/ж -t a f Bж2 — 5) с/ж

_, ^ /" ж2 с/ж[ _dx_
- У Т^

16.
с/ж

ж4 + 8ж
17

12ж + 35J
'

/* B - ж) с/ж

У ж4 - ж3 - ж + 1

'

10 - 5ж + Зж2

г-1J(ж2 + 2ж +

20
/* 19ж3 + 9ж2 + 6ж +

'У 9ж4 +

19.

22.

37ж2 + 4

(ж2 - 1) с/ж

^ж2 + 4

21. /—-^ .

У ж4 + ж2 + 1

23.
' ж2 + 5ж + 4

dx.

ж4 + Зж3 + 5ж2 + Зж + 1

24. Г 1 + 2ж + ж +4ж
^ж. 25. Г

У 1 + ж2 + ж4 У

26 Г - 27 Г
У (ж + 1)(ж2+ж + 1J' У жб+9ж3+8*

29. /-^—. 30.

ж4 + 5ж2 + 4

5ж — 5ж — 18ж

ж5 + Зж2 - 1

ж5 с/ж

dx.

dx.

28.
с/ж

7ж

с/ж

16ж4
' 31.

32. Г —
У (ж

35

38

41

(ж4 - IK
'

Г х9 dx

У (ж10 + 2ж5

J37^f
W 36-/

С
* У

Ж2+Ж
с/ж

ж8 + ж4 + 1
ж с/ж

(ж8 + 1)
с/ж

2
*

х dx

45

43. /У л/2ж - 1 - ^2ж-1

у с/ж

У л/2 + л/1 + ж + л/Г
46. / . .

У жл/1 — ж2
47.

ж2л/ж2 — 1
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48.

51.

53.

55.

58.

60.

62.

64.

66.

68.

71.

74.

76.

78.

80.

82.

84.

87.

89.

91.

94.

97.

г dx
49 f xz

У Ж3л/Г^? J
dx

52.

50. fx4V4,-x2dx.
J

dx

A-ж)л/3 + 2ж-ж2 J (ж -

/ ,
54. /

У (ж + 1)V^2 + 2ж У (ж2-

- 2x -

56.

Зж

57

2 -4ж + 3

с/ж

. x > 3.

/с/жA-ж4)\/1+ж2
'

ж3 + 2ж2 + Зж + 4

л/ж2 + 2ж + 2
59.

61. /——У (ж2 +

ж + ж + 1

с/ж
l)Va?+T

\ [
'

У (ж2 +
/_
J у/Gх - ж2 - 10K
Г d^_ Q5

Г dx

J A
- Vl - ж2J У ж + V«2 + ж + 1

2 7
Ж С/Ж

1 + 2(ж + л/ж2 + ж + 1)

^ 69. fxb

67. б?Ж.

dx

жпл/1
с/ж

У л/(ж-1K(ж-2)

У A-ж2)/ГТ^4

(ж2 — 1) с/ж

жл/1 + Зж2 + ж4

70.

73.

3
- ж2 - ж + Г

A-ж2)л/ГТ^4
(ж2 - 1) с/ж/• (ж2 - 1) с/ж

79
/*

У жл/62ж2 - ж4 - 1
' '

У C + 5ж3)\УЗ

/ .. 81. / sin2xsmbxdx.
У A + ж4)\У1 + 2ж4 У4)\У1 + 2ж4

cosxcos2xcos3xdx. 83. / shxsh2xsh3x<ix.I cos . / shx

Г
. /

J 1

sin ж

+ sin ж

dx./" <^ж
or [I- sin ж ,

оп

/ . 85. / dx. 86
J 1 — sin ж J cos ж

/ sin2 ж cos2 3xdx. 88. / sin2 6xsin2 3xdx.

/ cos3 ж sin5 xdx. 90. / sin4 ж cos5 xdx.

. 92. [sh3xch4xdx. 93. [ Q^j^ dx.
J J sin ж

/COS
Ж 7 ^^

/• «-U -

—— dx. 95.
sir

96-
dx

8П2ЖСП3Ж

Г (tg2x + tg4x)dx. 98. fctg6xdx. 99. fig7xdx.



74 Гл. 1. Неопределенный интеграл

100.

103.

106.

108.

110.

112.

114.

116.

118.

120.

122.

124.

127.

130.

133.

136.

139.

142.

145.

148.

150.

153.

/ cth4xdx.

dx.

. [4J s

cos2 x dx

сп6ж
спж

104.

dx.

4
sm x cos Зж

Ch3xdx. 105./

1ПО f cos 3x ,

102. / — dx.
J cos4:
3 cos ж + 7 sin ж

5 cos ж + 2 sin ж

4 ch ж — 3 sh ж
2 + cos 4ж ,

5 + 4 cos 4ж

3 sin ж + 2 cos ж + 1

sin ж + sin 2ж

пж — с

sin3 ж
sh 2ж dx

109./
dx. 111.

+ sin 2ж + cos 2ж

3 sin ж + 2 cos ж + 1

/
Г (sin ж — cos ж) sin 2ж , Г 3s

J sin3 ж + cos3 ж J

115./

sin ж + 3 sin2 ж

+ совжJ
. + sin ж

dx.

dx.

sh 2ж + ch ж
dx.

sin ж sin 2ж

sin ж + cos ж
dx.

dx

4 + tg ж + 4 ctg ж

/* ^Ж
11П

У A+СО82жJ'
с/ж

117.

sin ж + cos3 ж

121.
dx

sin ж + 2 cos ж + 3
'

J 3 — 4sin2# + 2 cos2 ж
'

123. /
dx

, х?@;ж).
J vl + cos ж

'sin3 2ж
125

128.

fxctg2xdx. 131. /"-

134
sin ж

/(TTW
/" жеж с/ж

J (^W

/pX-\-e Лгуe ax.

sin ж

129. f x3sinx2 dx.

+ cos ж

/ж
sin ж с/ж

л/D - sin2 ж)

^ti ^ж. 138. /

140. хе^ dx. 141. / е2ж

+
еЧж. 144.

1 + cos ж

— 146. /(xlnxJdx. 147. /(^^)
жл/1 — In2 ж ^ J \ х /
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155. ГЩ^
.„ /* 1п|ж + л/
157. / —' ^J x2

156.

dx.

159.

161.

(x2

^
A -Х2)л/Х2 - 1

,

„о /* ж1п(ж + л/ж2
da:. 158. /

v
.

dx. 160. / . In . dx.
У л/1-ж2 л/1^7^

162. flnxC°fnx dx.

163. f sin x(cos x + \/2 - sin2 x) dx. 164. f У^Щ^
(ar + x)avcctgxdx. 166. / 1—da;.

167. (Ц^-excigxdx. 168. f^p^dx.J X ~\~ L J X ~T л.

169. / ^arcctgf dx. 170. /xarcsin(x - 1) dx.
У (xz + 1)^ J

171. / x2 arccos 2xdx. 172. / arccos x
dx.

173. / arcsin3 - dx. 174. / x3 arccos — dx.
УЗ Уж

175. / -=- arctg xdx. 176. / arctg A — y/x) dx.
J xл/ж J

177. / arcctg\/l — xdx. 178. / — g^
dx.

J У ж +1

i ^тгк /" R 9 •

j i on f arcsin ж dж
179. / \/l - x2 arcsin xdx. 180. /

/" жarcsinжdж /" A + ж2) arcsin ж ,

У (ж2 — l)v 1 — ж2 У ж2л/1 — ж2

1 о о /" /— • Гл j юл f arcsin л/ж ,

183. y/xdiYCsmy/l — xdx. 184. / — v dx.

ior /" arcsin л/ж ,

ion f ж3 arccos ж ,

185. / ^— dx. 186. / —. dx.
У (ж-lJ У л/1 -ж2

187¦/ arccos dx. 188 ¦ /
ж arccos (ж л/ж) dx.
A-ж3J

189. / cos х arctg sin xdx. 190. / , dx.
J J cos ж

191. / ex arcsinex dx. 192. / shx arcsin ex dx.

/p
arctg x

sh x arctg sh xdx. 194. / dx.

195. / —— dx. 196. / x arctgxln(l + x2) dx.
У A + еж)л/еж У

Найти интеграл, зависящий от параметров A97-234).
197. [ ^гЧ , а^О. 198. [——-^- -,У аж2 + Ъх + с У ж3 + Ъх2 + аж + аЪ

аЪ ф 0.
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199.

200.

202.

204.

206.

208.

210.

211.

212.

214.

216.

218.

220.

222.

223.

224.

226.

227.

228.

230.

232.

234.

dx

(ж2 + (а + Ь)х + аЪJ
dx

, афЬ.

¦,аЬфО. 201.
ж + а

х + Ъ

ах + Ь + с

dx, n Е А/

/ rfs, а^О. 205. [ ,
а

У л/ах2 +b У Д/-Ж2 + (а + Ь)ж - аЪ

I у/х2 + (а + Ь)ж — abdx, а < Ь, х > Ь. 207. /

[ dx
nh^Q 209 f dx

/ /о о\ /то о ^ / / / о I о\ / о
У (ж2 — а2)^/Ъ2— х2 J (ж2 + а2)л/ж2 +

/ ntl ,
n G Л/.

/ (cosaxcos6xJ б?ж, аб т^ 0- 213. /

I .

dX
.

. 215. /-У sm ж — sin а У 1

/т

2 + а

+ а) si

(а + cos ж) а'ж

+ 2а cos ж + а2

-J^—. 219

(a cos ж + Ъ si

Г dx

У (а +

+ 2а cos ж + а2
'

217. tgxtgtx + а)(
У

Г dx ,

У a2 cos2 ж + б2 sin2 ж
'

0. 221./ (a cos ж + Ов

+ b)tgxy'
X

dx, a2 + b2

dx

(ах — b) sin ж + (а + bx) cos ж

/" ^Ж
L -L ГЛ OOP /" ^Ж

/ sh аж ch bx dx, a2 + b2 ф 0.

/dx 2 _|_ l2 _|_ 2 / п

а + бсЬж + свЬж'

sh ax cos bx dx, а2+Ь2фО. 229. / In |ж2 + а\ dx.

In ж 7

/ж + а

/жа-11п6~1ж

У (аж2

233. /" ж arcsm ж

A + аж2J

_
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ОТВЕТЫ

2. \ 1пBж2 -

4

_ arctg
7

1) + arctg ^
2у7 л/7

25 In |ж + 5|
- 49 In |ж + 7| ~

о. Ж + г Н~ О.

4-т + т-3ж+^т+51п1-
5. \ -4 ^ + С.

С.

¦ с.

6-
12

1

14

8. In -

а

9. |b

10. ж + ^ In

л/3
с.

ж-1

2ж-5

л/2

С.

с.

11. | + | In |ж - 2| + |
„, , л/15 А

4ж-1
2)+ -—arctg—=-

J-^ Vlo

13. ^ + Лж 2ж2

14.
2\/3

1К
35

115. — In
4

1

In

а;

3

* + л/3

ж

1

1

2\/2

С

1л
ж —

ж +

л/2

л/2

х + 7

17.

18. -^-
1 — Ж

19. ж +

37ж + 210

¦ж + 1

С. 16-
^

In

I, ж

3A-ж) 3
П

ж2 - 2ж + 1

X

Зл/3
- 1п(ж2 + 2х + 5) + arctg

- - 3arctg | + С.

arctg
л/3

-С.

20. 4 1п(9ж2 + 1) + 1п(ж2 + 4) + \ arctg | + С.
lo z z

21.
*

In ^±J
О f

22. -

,
1

,
ж — 1

. ^

Н arctg —= Ь С.
2/3 /З2л/3

24. 1пA + х2 + х4) + 4= arct
л/3 л/Зж

+ С.
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25.

26.

27.

28.

29.

-х3 -31п|ж5+3ж2 -

о

С.

ж + 2 1 . ж^ + 2ж + 1 5л/3 ,
2ж ¦

3(ж2+ж + 1)
+

2
Ь

ж2 + ж + 1
+ ^arCtg ^

6ж2+8ж + 3
,

4
,

2ж
+ arctg

с.

( в

A/49)\п\х7/(х7 + 7)
1 1 ж

1 , ж2 + л/Зж + 1, 1 ,ж2-1
—7= In — \ arctg —=
4л/3 ж2-л/Зж + 1 2л/3 л/Зж

32 V32 V (ж4 - IJ

ж-1

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

39.

40. 6^/x + C/2)v/x2 -б arctg ^i

5 ж ~

128(ж2+4)
+

256
g

2

Ь С.

21 \
-

у arctg х) +С.

2 х-

¦ In (l + v +C. 38. - 12arctg (^) +

—I—^= arctg
1-ж

41. In
ж + 2 -2л/ж+Т

42.

43.

44.

45.

46.

48.

49.

50.

51.

52.

ж + 2 + л/ж+Т

1пA + ж) -31пA +

7!
arctg

2л/ж+Т

- б arctg + С.

(л/х — 2)^1 — ж — arcsin д/ж + С

у/1 + х — у/1-х - A/л/2) arcsin ж + С.

In |A - л/1-ж2)/ж| + С. 47. л/ж2 - 1/х + С.

h 1П
||

A/5)(х2 - IM/2 + A/3)(х2 - IK/2 + С.

/ ж^ ж3 \ ж

( — жл/4-ж2+4 arcsin - + С
V 6 6 /2

1
1

2 + л/3 + 2ж - ж2

2Ш |ж-1|
1 / л/ж2 - 2ж - 1

V (ж-1J

1 . л/2
7= arcsm

/
1ТТж-1 У

+
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53.

54.

55.

57.

58.

59.

60.

61.

63.

64.

65.

66.

67

68

69

70

+/
+ Т

л/ж2 + 2х + 2 + | 1п(ж + 1 + л/ж2 + 2ж + 2) + С.

=^—^ л/4ж2 - 4ж + 3 + ^ 1пBж - 1

—— у/1 — 4х — xz -\— arcsm ———\- С.
2 2 л/5

4х2 - 4ж + 3) + С.

In (ж + л/ж2 + 1) -
/ж2 + 1

+ С. 62.
4ж-14

9л/7ж - х2 - 10

1
,

— arctg
V5

4х + 3
+

+ In1= In ^^

л/35 л/ж2 + х + 2

C?2 - 1)/F?3) + С, t = A - л/1-ж2)/ж.
C/B + 4t)) + 2 In t - C/2) ln(l + 2t) + С, t = x +

/^ ^ 7x_ _

3

U +
36

+
144

64

12

t2 - It л/3

3)8/3 _
1
A+2-3M/2

'^'"^f1-'---

О.
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пСк
1 , t2 + It +1 л/3 ,

2t - 1
. ~

.

79. — In — arctg ———h С, ? =
18 t2 -1 +1 9 л/3

+ 2ж4 + x 1
,

arctg2 6

6 14

1 / ch 6x ch 4x ch 2x \
n

{- 4^—6 4
—1+C-

n oo
1 Z' sin2x sin4x sin6x

C. 82.^+^- +
^-

+
6 ) + c

2Ж + 7Г

85. ln(l + sin ж) + С. 86. ж - tga; + +

10 1

90. - sin5 ж - - sin7 ж + - sin9 x + С

91. —

1

92.
ch7x ch5x

93.
1

sin ж 3 sin3 x
94. ?H^ -28тж- -Л- +С.

smx

„ Зж
95. 1

1

ctnж + С

96. -

98. -ж -

99.

shx 3
, !

—— axctgshar
shx 2ch2x 2

& 97.
tg3x

+ -ctg^- i(
о 0

1 о 1 , д

+ C.

100. ж — с^ж — ^¦cth3ж ¦

о

102. ^ In tg

1

3

2ж + тг 3 sin ж

1Гк1
1 , sin2 ж

101'
2
Ь

|4sin2x-l|

2 cos2 ж

104. 41п|8Ьж| - i

106.

+ С. 103.

105. ж-1п|

1

+ 2 sin ж | + С

-2 In
3 sin x + 1

smx

108. |
109. In

tg (ж/2)-л/3
111. ж + С08ж + 21пA + 8тж) +tg(Ba:-7r)/4) + С.

112. B/3) In | sin3 ж + cos3 ж| + С.

+ л/3 In
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113.

114.

115.

116.

117.

118.

119.
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7
,

, 1 ,

-arctgsn ж — -In
5

ь
5

lnB

5

С.

1 + 2sh ж
:

спж

,
2

Н ¦= In
/5

th(>/2) -

th (ж/2) - 2 - л/5
C.

- (In | sin ж + cos ж| — sin ж cos ж — cos2 ж) + С.

J- Da;-31n|sina; + 2cosaH + ^^—) + С.
25 V

' '
2 + t

3 sin x — 5 cos x

sin ж — cos x

, . J sin ж + cos ж + С, если ж?@;тг/4],
^ =

\ 2\/2 - (sin ж + cos ж) + С, если ж G (тг/4; тг).

С.

125.
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128.

129.

131.

133.

134.

135.

137.

139.

141.

142.

144.

145.

147.

-±= 1п(\/2сЬж + \/сЬ2ж) + С. 126. -

л/2

cos ж72
~

1 . sin ж — cos ж 1 i / •

, , /?j—;—=—ft~\ , ri
- arcsin r= ln(sin ж + cos ж + л/2 + sin 2ж) + С.
* л/3 *

- (sin ж2 — ж2 cos ж2) + C. 130. In | sin x\ — x ctg ж \- С.

x tg (ж/2) + ln(l + cos ж) + С. 132. -— tg ^ + C.
1 + cos ж 2

1 /., , . , 2ж cos ж 4ж cos ж 1 \ ^
- 4 In | sin ж r^ : r^— + С
6 V sin ж sin ж sin ж /

ж cos ж

^ ^ ^
\/4 — sin2 ж -

еж - ln(l + ex) + C. 136. ж + 2/A + ex) + C.

ех/(х + 1) + С. 140. 2(ж^ - Зж + 6^ - б)е^ + С.

+ е2жK - A/8)A + 2ех)у/ех + е2ж +

+ A/8) 1п(л/ГТ^ + л/ё*7) + С.

+ С. 143. e*tg (ж/2) + С.
1

8

arcsin In ж + С 146. ^-ж3(91п2 ж - 61пж + 2) + С.

,г>-1 Лтп2-ж ж̂ + 21пж + 2) + С
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148.

149.

150.
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157.

158.

159.

160.

161.

163.

164.

166.

167.

168.

169.

170.

171.

172.

173.

174.

175.

176.

177.

178.

ж4-81
In

ж + 3

ж-3

ж-2

х + 2

х

2 arctg ж
— (ln(

1 , 1 — ж + ж2

2

1п|ж|
с.

In \х + с.

2(i+^2)-arctgx+f arctgg7T
2л/ж - l(ln ж - 2) + 4arctg л/ж - 1 + С.

/Т"

2л/ж^ТD - 1пA - х2)) - 2л/2Ь
л/2-лД

(In |ж|)/л/ж2 — 1 + arcsin(l/x) + С.

arctg л/ж2 - 1 - (In |ж + л/ж2 - 1|)/ж + С.

-х + л/ж2 + 11п(ж + л/ж2 + 1) + С.

1

¦С.

, 1п(х + л/ж^ТТ) - ^ 1п(х2 + 1) + С.
/ж2 + 1 2

« , 1 + л/1 -ж2 1 .

, ^
— аг — In 1— arcsin ж + G.

ж 2

хх + С. 162. (In x) sin In ж + cos In x + С.

л/1 + cos2 х — cos ж ln(cos х + л/1 + cos2 х) + С

arctg 2ж

165. ^ + 7 +
12 4

arctg ж + С.

2ж arctg ж-
- arctg 2ж - 1пA + ж2) + С

-arctg2x-x(l- y

arcsm(x — 1) + С.
4 4

A/3)ж3 arccos2х - A/36)A + 2ж2)лЛ - 4ж2 + С.

1п(A + л/1 -ж2)/|ж|) - (arccosж)/ж + С.

х arcsin —Ь Зл/9 — х2 I arcsin
о \

— arccos л/ж2 - 1 + С.
4 ж 12

I-)- бж arcsin - + С.
о

2(ж С.

х arctg A - л/х) + у/х + In (ж - 2д/ж + 2) + С.

(х — 2)arcctg л/1 — ж — л/1 — ж + С

2д/ж arctg л/ж - arctg 2л/ж- 1пA + ж) + С.
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_, „„
arcsin х — х

, x\J\ — х2 .

^

179. Ь arcsmx + С.

180.

181.

-^=^ arcsin ж Н— ln(l — ж2) + С.
/1-х2 2

l

I -х2 2 1+ж

182. - arcsin ж arcsin ж + In ж + С.
2 х

2 2
183. - жV^arcsin л/1 — х (ж + 2) V1 — ж + С.

о У

184. 2л/х - 2л/1 - ж arcsin л/х + С.

arcsin л/х I ж~
185.

1 -ж

186. - - (ж3 + 6ж + 3(ж2 + 2)л/1-ж2агссо8ж) + С.

187. жагссов

3A - Зл/1 —.

189. (sh^)arctg sin ж - - ln(l + sin2 ж) + С.

190. (tg ж) arcsin tg ж + \/l - tg 2ж + С.

191. ех arcsin ех + л/1 - е2ж + С.

192. ch ж arcsin еж +

193. ch ж arctg sh ж — ж

195. ж-1пA + еж) -

+ ^ 1пA + л/1 - е2х) + С.

194. (ж + 1)еагс^ж/Bл/1 + ж2) + С.

- (arctg л/ё^J + С.

196. ж-arctg ж + ( ^-ii arctg ж- |)AпA + ж2) - 1) + С.
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если б2 = 4ас;
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2ах + Ъ ^ ii л

arctg у< + G, если tr < 4ас; -

2аж + 6
+ С,

+ С, если б2 > 4ас.

198.. —-г^ ( - In ^—— -\ — arctg -^= ) + С, если а > 0;

/In ж — W—a

а + Ъ2

199.

2л/^а V V-a +
ж-Ь

+
In

—) +С, если а>0,

ib
(а -

In
х + а

+ — + С, если а < О, Ъ2 = -а.

26 ж + 6
2ж + а + 6

, ^

{а-ЪJ{х

200. —^— (^arctg f - -arctg -) + С, если а2 ^ &2;
а1 — о1 \о о а а /

6 J + С
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м-

С.

к=1

2па

х — а
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kit т / о ^ ктг о\
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—= arcsin Л/— ^ х + С, если а < 0.
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—а V о
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|Ь|
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л/а + л/ж2 +а

+ С, если a > 0;

sign (—х) „

—2—-—- + С, если а = 0;

1
In
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С.

С, если а < 0.

а|л/62-а2

= + С, если а2 = Ь2;
а|\/а2 — Ъ2

= arccos

С, если а2 <Ь2;

/а2 - Ъ2х
с,

209.

если а2 -

210.

211.

212.

213.

ay/W—a-
: arctg

С2+62
C, если а2 < b2;

\Ъ\у/а2-х2
если а2 >

х

/а2 - Ъ2
In

Ъ2 -\- у/а2 — Ь2

In
+ а —

+ а +

а\/х2 + Ъ2 — v а2 — Ь2 х

— + С, если а > 0;

arccos

п\/—а

+ С, если а2 >Ь2.

?
если а < 0.

I L гул I JU U

Ъ — а у х — а
+ С, если афЬ\

Ъ — х
\- С, если а = о.

ж sin2ax sin2frr sin2(a — Ь)ж sin2(a + 6)x ^
4 8а ~86 16(а - 6) 16(а + Ь)

'
если

1

sin (а — Ь)
In

46

sin(x + a)

46 326

+ С, если а ^

2
' если а =

, к е Z;

-ctg (x + 6) + С, если a = b + тгй, к е Z.
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214.
cos a

In
sin((aj -а

+ С, если а/ —\- тгк, к Е Z;

-tg(| + j) + С, если а = | + 2тг/с,

если а = -?
2

215. ——- arctg ( ^—- tg | ) + С, если а ^ ±1;

216

217. ctgaln

218

1' если а=1; --ctg|+C, если а = -1; \х\ < тт.

G, |Ж|<тг, если а ^ О,

cos ж

a/ -1; sinx + C, если a = 0; —x/2 + С, если a = — 1.

- ж + С, если a 7^ тг&, к G Z;

tgx
- ж + С, если a = тг&, к е Z.

x 1 tsr ж
- -

г—^ arctg -^=r- + С, если a > 0, a/1;
a — 1 (a — l)va ya

In

IX + д/^
+ С, если а < 0;

— Н h С, если а = 1; —ctgx — ж + С, если а = 0.

219.

220.

221.

222.

223.

224.

225.

226.

_arctg__+C, \x
1 a sin ж — 6 cos ж

a2 + 62 a cos ж + 6 sin ж
с.

a cos ж + sin ж + ж

tg»

аtgж — 1

а + tgж

a(a + (аж + 6)tga:;)
ж sin ж + cos ж

6((аж — 6) sin ж + (a + 6ж) cos ж)
+ С, если 6 ^ 0;

sin ж — ж cos ж

а2 (ж sin ж + cos ж)

—= arctg \\ -г ех ) + С, если ab > 0;
л/аб V V о /

1 , 6 + y—abex

—/
^n

/
—

1 , л/« + b ex — л/а ,
„

^ n

—= In -— h С, если а > 0;
V a у a + bex + \[a

: arctg

2 / l2
' если а ф Ь;

С, если 6 = 0.

+ С, если а& < 0.

С, если а < 0.

ch 26ж
, ^

, ch 26ж
, ^

,

—— h о, если a = 6; — h о, если а = -6.
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227.

1

л/62 — а2 — с2

(b-a)th(x/2)+c
62 — а2 — с2

л/а2 + с2 - Ъ2
In (а - fr)th (ж/2) + л/а2 + с2 - Ъ2 - с

(а - b)th (ж/2) - \/а2 + с2 - б2 - с

7, если Ь > а + с ;

-с,

если Ь2 < а2 + с2, а ф Ь\
- In \b + cth — | + С, если б2 < а2 + с2, а = Ь;
с 2

+ С, если б2 = а2 + с2, а ^ Ь;

228.

-с+ (a-b)th(aj/2)

a ch ax cos 6ж + b sh аж sin 6ж

229. ж1п|ж2 +а| - 2х +

230. -

ж In |ж2 + а\ — 2х + \/-^ — /

ж — л/—«
1п(ж + л/ж2 + а) 1 , л/ж2 + а + л/а

1 ж
-th —Ь С, если а = 6, с = 0.

(х/у/а) + С, если а > 0;

+ С, если а ^ 0.
ж + л/—

-)= In
/

+ С, если а > 0;
_

In |ж + л/ж2 + а\ 1
—! L + -== arctg + С, если а < 0;

1пBж)

231.

232. ж

/ж + а —

2 (In ж — 2) л/ж + а + 4л/^а arctg
/ж + а

2аA + аж2) 4ал/-а -

С, если а = 0.

,
если а ^ 0;

+ С, если а < 0.

, жл/а +1 ^ 1

arctg + С, если а >
— 1,

+ С, если а <
— 1;

+ С, если а = — 1.

,
, аж2 + Ъ „ ,

arctg W —У С, если а > о;
v2 + 6 6л/й — 6 у а — b

х arctg ж + 1 ^ ,

— + 6, если а = о;

х arctg ж 1



ГЛАВА 2

ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ

§ 6. Определенный интеграл

СПРАВОЧНЫЕ СВЕДЕНИЯ

1. Интеграл Римана. Пусть задан отрезок [а; Ь]. Через
т = {хк}кк2от

будем обозначать разбиение отрезка [а;Ь] такими точками ж/,, к =

= 0,1,...,&г, что

а = хо < х\ < ... < Xk < ... < XkT
= Ь.

Отрезки [xi-\]Xi], г = 1, 2,..., кТ, называются отрезками разбие-
разбиения т, а наибольшая из их длин

— мелкостью \т\ разбиения т:

\т\ = max \xi - Xi-i\.
i=l,2,...,kT

Разбиение т' называют разбиением, вписанным в разбиение т (а
также разбиением, следующим за разбиением г), и пишут т' У т

или т -< т', если каждый отрезок разбиения т' содержится в неко-

некотором отрезке разбиения т.

Пусть на отрезке [а; Ъ] задана функция /, т — {хк}\^т — неко-

некоторое разбиение этого отрезка, \т\ — его мелкость и Axi = xi
—

Жг-ь

Выберем произвольно по одной точке ^ G [xi-i;Xi] и составим сумму

кт

от
= <7г(/;&,&, ...,6J = ^/te)A^. A)

г=1

Суммы этого вида называются интегральными суммами (Римана)
функции /.

Функция / называется интегрируемой (по Риману) на отрез-

отрезке [а; Ь], если существует конечный предел lim aT. Этот предел назы-

|т|-Ю
вается определенным интегралом (или, подробнее, определенным ин-

интегралом Римана) функции / на отрезке [а; Ь] и обозначается

ъ
г»

f(x)dx.

Число а называется нижним, а Ъ — верхним пределом интегриро-
интегрирования. Таким образом, ь

[ f(x)dx = lim crr. B)
J М-и)
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Определение предела B) можно сформулировать в терминах

пределов последовательностей или на "языке е-8". Сделаем и то,

и другое.

Определение 1. Число J называется пределом интегральных

сумм A) при \т\ —у О, если для любой последовательности тп
=

= {хк }к=оТп Разбиений отрезка [а; 6], у которой
lim \тп\ = О,\

п—>-оо

и для любого набора точек

Лп) (z ГГМ . r(n)l 7-12 к п
- 1 2Q,i ^ [xi—iixi J? г — х? Z5 •••5 Ктп •>

ri — i,z,...,

существует предел последовательности интегральных сумм аТп,
п = 1, 2,..., и он равен J:

Нт аТп = J. C)

Определение 2. Число J называется пределом интегральных

сумм A) при \т\ —У 0, если для любого е > 0 существует такое J > О,

что, каково бы ни было разбиение т = {ж^}^^х отрезка [а; Ь] мел-

мелкости, меньшей 6: \т\ < 6, и каковы бы ни были точки & G [x^-i;^],
верно неравенство

|<7T-J|<?. D)

Определения 1 и 2 предела интегральных сумм A) равносильны.
По определению полагается

a a b

[f(x)dx = 0, [ f(x)dx = - [ f(x)dx, a < b.

a b a

Теорема 1. Если функция интегрируема на некотором отрезке,
то она ограничена на этом отрезке.

Для каждого разбиения т — {хк}\^т отрезка [а; 6], на котором

определена ограниченная функция /, положим

Mi = sup /(ж), rrii= inf /(ж), г = 1,2,...,&г,

ST = ST(f) = ^MiAxi, sT = sT(f) =
i=l

Сумма ST называется верхней, а сумма sT
— нижней суммой Дарбу

функции /.
Верхняя грань J* нижних сумм Дарбу sT называется нижним ин-

интегралом функции /, а нижняя грань J* верхних сумм Дарбу — ее

верхним интегралом:

J* = supsr, J* = inf 5Г.
T

T

Предел нижних и верхних сумм Дарбу при \т\ -У 0 определяется

аналогично пределу интегральных сумм Римана. Сформулируем его,

например, на "языке е-S" для нижних сумм Дарбу.
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Определение 3. Число J называют пределом сумм Дарбу sT

при \т\ ->• 0 и пишут
lim sT = J,
|т|-Ю

если для любого г > 0 существует такое J > 0, что для всех раз-

разбиений т мелкости \т\ < S выполняется неравенство

\sT-J\<e.

Теорема 2. Для того чтобы ограниченная функция f была ин-

интегрируема на отрезке [а;Ь], необходимо и достаточно, чтобы

lim (Sr - sr) = 0.

Следствие. Для того чтобы ограниченная функция f была

интегрируема на отрезке [а;Ь], необходимо и достаточно, чтобы

К

lim

где uji(f) — колебание функции / на отрезке [xi-i]Xi\:

w<(/)= sup \f(x")-f(x% i = l,2,...,kT.
x' E[xi-i;xi]
x" E[xi-i;xi]

Теорема З. Для того чтобы ограниченная функция f была ин-

интегрируема на отрезке [а;Ь], необходимо и достаточно, чтобы

.и = j*.

Следствие. Для того чтобы ограниченная функция f была ин-

интегрируема на отрезке [а;Ь], необходимо и достаточно, чтобы для

любого г > 0 нашлось такое разбиение г отрезка [а;Ь], что

ST -

sT < г.

Заметим, что на практике интегралы от основных элементарных

функций нецелесообразно находить с помощью предела интеграль-

интегральных сумм
—

для этого есть более простой способ (см. ниже формулу
Ньютона-Лейбница). Наоборот, можно находить некоторые пределы

сумм, если их удастся преобразовать к интегральным суммам функ-
функций, интеграл от которой известен (см. ниже пример 13).

Интеграл, рассматриваемый как предел интегральных сумм, иног-

иногда удобно использовать для его приближенного вычисления (см. § 10).

2. Свойства интеграла.
ъ

1. dx = Ь — а.

а

2. Если функция / интегрируема на отрезке [а;Ь], то она интегри-

интегрируема на любом отрезке [а*; 6*], содержащемся в [а; Ь].
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3. Аддитивность интеграла. Если функция / интегрируема на от-

отрезках [а; с] и [с; 6], то она интегрируема и на отрезке [а;Ь], причем

Ъ с Ъ

I f(x) dx = / f(x) dx + f(x) dx, a ^ с ^ b.

а а с

4. Линейность интеграла. Если функции Д интегрируемы на от-
п

резке [а; Ь], то для любых чисел А/., к = 1,2,..., п, функция У^
также интегрируема на отрезке [а; 6] и fc

b n n b

a k=l k=l a

5. Произведение интегрируемых на отрезке функций интегрируе-
интегрируемо на нем.

6. Если функция / интегрируема на отрезке [а; Ь] и

[aV '

то функция 1//(ж) также интегрируема на этом отрезке.

7. Интегрирование неравенств. Если функции / и д интегри-

интегрируемы на отрезке [а; Ь] и для всех х Е [а; Ь] верно неравенство

J Vх/ ^ УК*1")-! ь Ъ
г»

f(x)dx I

В частности, если на отрезке [а; Ь] функция /(ж) ^ 0, то

ъ

f f(x)dx ^0.
а

8. Если неотрицательная функция интегрируема на отрезке [а; Ь]
и существует такая точка ж0 G [а;Ь], что функция в ней непрерывна

и принимает положительное значение, то

ъ

f f(x)dx > 0.

а

Из свойств 4, 7 и 8 следует, что если на отрезке [а; Ь] для интег-

интегрируемых функций fug выполняется неравенство f(x) ^ д(х) и

если существует точка хо G [а;Ь], в которой /(жо) < #(жоM причем
обе функции fug непрерывны в этой точке, то имеет место строгое

неравенство: , ,

/ f(x) dx < g(x) dx.
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9. Если функция / интегрируема на отрезке [а;Ь], то и ее абсо-

абсолютная величина |/| также интегрируема на этом отрезке и

ъ ъ

У f(x)dx <С j\f(x)\dx, a^b.
а а

10. Непрерывность интеграла. Если функция / интегрируема на

отрезке [а; 6], то функции

= ff(t)dt dt

непрерывны на этом отрезке.

3. Формула Ньютона—Лейбница.
Теорема 4. Если функция f интегрируема на отрезке [а;Ь] и не-

непрерывна в точке хо е [а;Ь], то функция
X

F(x) = jf(i)dt E)
а

дифференцируема в точке х0 и F'(xo) = /(ж0).
Следствие. При выполнении условий теоремы функция

ъ

G(x) = Jf(t)dt
X

дифференцируема в точке хо и G'(xo) = —f(xo).
Теорема 5. Если функция f непрерывна на отрезке [а;Ь], то она

имеет на этом отрезке первообразную, причем одной из ее первообраз-
первообразных является интеграл с переменным верхним пределом E), т. е.

/Xf(x)dx= Jf(t) dt

Теорема 6. Если функция / непрерывна на отрезке [а;Ь], то для

любой ее первообразной F имеет место формула
ъ
Г

f(x)dx = F(b) -F(a). F)

Эта формула называется формулой Ньютона-Лейбница. Ее записы-

записывают также в виде ,

7

ff(x)dx = F(x) .

J а

а

Если функция F непрерывна на отрезке [а; Ь] и во всех его внут-

внутренних точках выполняется равенство F'(x) = f(x) (а в концевых

точках равенства F'+(a) = /(а) и F'_{b) = /(Ь), где F'+ и F'_ — со-

соответственно правая и левая производные, могут не выполняться), то

формула F) остается верной. Заметим, что если функция / также
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непрерывна в точке а (соответственно в точке Ь), то из непрерыв-

непрерывности функции F в точке а (соответственно в точке Ь) и условия

F'{x) = /(ж), а < х < Ь, следует существование односторонней произ-

производной F'+(a) = /(а) (соответственно F'_(h) = f(b)).
4. Формула замены переменного. Пусть функция /(ж) непре-

непрерывна на интервале (а; Ь), функция cp(t) определена и непрерывна
вместе со своей производной tp'(t) на интервале (а;C), причем для

всех t Е (а;/3) выполняется неравенство а < (p(t) < Ъ и, следователь-

следовательно, имеет смысл композиция / о <р функций ip и /.
Если

а0 е (а;/?), C0 € (а;/?), а0 = у?(а0), &о = <р(А)),
то имеет место формула

А)

j)dt. (9)

Эта формула называется формулой замены переменного в определенном
интеграле.

Отметим специальный случай этой формулы: если функция / не-

непрерывна на отрезке [а;Ь], а функция ip непрерывно дифференци-
дифференцируема и возрастает на отрезке [а;/3], ip(a) = a, ip(/3) = b, то

ь C

'f(x)dx= [f(<p(t))<p'(t)dt. A0)

5. Интегрирование по частям. Если функции и = и(х) и

v = v(x) непрерывны вместе со своими производными на отрезке [а; Ь],
то ъ ъ

udv = uv\a — vdu. A5)
а а

Эта формула называется формулой интегрирования по частям.

Она остается справедливой и в случае, если вместо непрерывности

производных и' и v1 потребовать лишь их интегрируемость.

ПРИМЕРЫ С РЕШЕНИЯМИ

Пример 1. Доказать, что всякая непрерывная на отрезке функция
интегрируема на нем.

А Если функция / непрерывна на отрезке [а;Ь], то она и равно-

равномерно непрерывна на нем, т. е. для любого г > 0 существует такое

S > 0, что для любых двух точек х' G [а; Ь] и х" G [а;Ь], удовлетво-

удовлетворяющих условию \х' - х"\ < S, верно неравенство \f(x') - f(x")\ < г,

и, следовательно, если разбиение г = {xk}JjZ^)T отрезка [а;Ь] имеет

мелкость \т\ < S, то

x'e[a;b]
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а поэтому
кТ кТ

г=1 г=1

Отсюда 7

lim ^^uOi(f)Axi = 0,

и согласно следствию из теоремы 2 функция / интегрируема на от-

отрезке [а; Ь]. А

Пример 2. Найти интеграл х2 dx с помощью интегральных

сумм. ^
А Функция f(x) = ж2 непрерывна на отрезке [1;2] и, следователь-

следовательно, интегрируема на нем (см. пример 1). Поэтому для вычисления пре-

предела интегральных сумм ат при \т\ —У 0 можно взять любую последо-

последовательность разбиений тп отрезка [1;2] с мелкостью, стремящейся к

нулю. Будем делить последовательно отрезок [1;2] на п равных час-

частей, т. е. возьмем разбиения

состоящие из точек ж^
= 1 + k/n, к = 0,1,...,п, а в качестве

точек ^ выберем концевые точки отрезков разбиения & = ж^,

г = 1, 2,..., &п. Тогда

ЕЛ ,
г\21 1 v^/ , л2

A + -) - =
-т > (n + z)z =

г=1 г=1

Поэтому
lim стГтг = -. А

п—>-оо 3

Пример 3. Доказать, что для того чтобы функция была интег-

интегрируема на отрезке [а; 6], необходимо и достаточно, чтобы выполня-

выполнялось следующее условие (называемое условием Коши для интеграль-
интегральных сумм): для любого е > 0 существует такое S > 0, что для любых

двух разбиений Т\ и t<i отрезка [а; Ь] мелкостей |ti| < S и |т~21 < ?

имеет место неравенство

<тТ1
-

<тТ < г.

А 1) Если функция / интегрируема на отрезке [а; Ь] и

ъ

J = Г f(x)dx,
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то, согласно определению 2, для любого г > 0 существует такое S > О,
что для всех разбиений т, удовлетворяющих условию \т\ < S, выпол-

выполняется неравенство

\ат -J\< г/2.
Поэтому если |ti| < S и |т~21 < S, то

|ov2 - <7Г11 ^ Wt2 - J| + | J -

сгГ1 | < г/2 + г/2 = г.

2) Если для интегральных сумм от функции / выполняется усло-

условие Коши, то любая их последовательность {сгГп}, такая, что

lim \тп\ = 0, удовлетворяет критерию Коши сходимости числовых
п—>-оо

последовательностей и поэтому сходится. Из того, что все последо-

последовательности {ат } при условии lim \тп\ = О сходятся, следует, что

все они имеют один и тот же предел. Это, согласно определению 1, оз-

означает, что функция / интегрируема на рассматриваемом отрезке. А

Пример 4. Выяснить, какой из интегралов

тг/2 тг/2

/ sin3 х dx и / sin7 x dx

больше. ° °

А Поскольку на отрезке [0; тг/2] функции sin7 x и sin3 x непрерыв-

непрерывны (и потому интегрируемы), а на интервале @;тг/2) выполняется

строгое неравенство sin7 x < sin3 ж, то

тг/2 тг/2

/ sin7 х dx < / sin3xdx. A

о о

Пример 5. Доказать, что если функция / интегрируема на от-

отрезке [а; Ь], то

Ъ-е Ъ

lim / f(x)dx= f(x)dx, 0 < г < b — а.
?^0 J J

a-\-e a

А Выберем произвольно точку с G (а;Ь); тогда в силу свойств ин-

интеграла 2 и 3 для достаточно малых г > 0 (а именно меньших, чем

с- а и 6 - с) будем иметь

Ь—е с Ь—е

/ f(x)dx= / f(x)dx+ / f(x)dx.

Отсюда, согласно свойствам 10 и 3, получим

Ь—е с Ь—е

lim /" fix) dx = lim [ f fix) dx + [ fix) dx] =

e-^0 J e-^0 L J J J

а+е а+е с

с Ь—е ebb

= lim f f(x)dx + lim f f(x)dx= [f(x)dx+ ff(x)dx= ff(x)dx. A
e-^0 J e-^0 J J J J

а+е с а с а
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Пример 6. Найти с помощью формулы Ньютона-Лейбница ин-

интеграл ъ

(' ха dx, а/-1, 0 < а < Ъ.

г ха+1
А Имеем / ха dx =

J а + 1

sh2

/dx
sh2

dx

shl
П+Х

= in(x + vi + ж2;

shl

sh2

shl

sh 1 + ch 1

В рассмотренных примерах сразу было ясно, какая функция
является первообразной подынтегральной функции. Рассмотрим бо-
более сложный пример.

Пример 8. Найти интеграл /еж arcsin e
x dx.

0

А Найдем первообразную подынтегральной функции. Сделав за-

замену переменного t = e~x и применив затем метод интегрирования

по частям, получим

/х -х у f arcsin t 7, 1 .
, f dt

e arcsin e dx = — / — dt = - arcsin t — / —
,

где

/* cfo
_

_

f ^
_

/* d(l/t) _

У tvi - ^2
~

У t2A/(i/tJ-i
~

У

Поэтому окончательно

arcsin t

/x
-x i arcsin t 1, /1 /1 Л

^

ex arcsm e
x
dx = — In ( - + W — - 11 +C =

Здесь первообразная имеет конечный предел в точке х = 0 (так же,
как и подынтегральная функция), поэтому можно применить форму-

формулу F). В результате получим
1

/ е ех arcsine~x dx = e arcsinе — — + 1п(е + у е2 — 1). А
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Пример 9. Доказать, что для всех т Е Z и п Е Z имеют место

равенства
тг

/ smmxsmnxdx = 0, m ф п,

— тг

тг

/ cosmxcosnxdx = 0, т ф п,

тг

/ sin mx cos пж <ix = 0.

— тг

А 1) Имеем
тг тг

/ sin mx sin nx dx = - [cos(m — n)x — cos(m + n)x] dx =

— тг —тг

1 \sm(m — n)x sin(m + n)x\ ~

y
= - —b ^ ^ )—\ =0, тфп.

2 m — n m-\- n
L J —тг

Аналогично доказываются и два других равенства. А

Пример 10. Доказать неравенства

1

20л/2 У л/1 + ж2 20

А Проинтегрируем по отрезку [0; 1] очевидное неравенство

Поскольку все функции непрерывны и при всех х е @; 1) имеют

место неравенства 19 ^19

71
то для интегралов выполняются неравенства (см. свойство 8 инте-

интегралов) 11 1

1 1 /" 19 1 Г X19 dx Г 19 1 1 /о\
—_ = xw dx < / . < xw dx = — . к (8)
Ол/2 л/2 У У л/ГТ^2 У 20

w
20л^ л^0 Q

....

Q

Пример 11. Доказать неравенства

А, <ч

1

(
О

А Рассмотрим функцию /(ж) = — на отрезке [0;1].
(х + 1)B — ж)

2ж — 1
Ее производная fix) = — — обращается в нуль при х =

(ж + 1JB -жJ
= 1/2 и меняет знак в этой точке с минуса на плюс. Поэтому сама

функция /(ж) имеет в этой точке минимум, причем /A/2) = 4/9.
Максимума функция / достигает на концах отрезка [0; 1] и /@) =
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= /A) = 1/2. Таким образом, для всех х Е [0; 1] выполняются нера-

неравенства
4 11

9
^

(ж + 1)B-ж)
^ 2'

а при х^О, ж/ 1/2 и ж/1 — строгие неравенства

1 е* < ?! < 5!
9 (ж + 1)B-ж) 2

'

Поэтому

Пример 12. Вычислить интеграл Дирихле
тг/2
Г sinBn - 1)х , ^ Л/—^ —

ах, п е N.

о

А Использовав формулу —\- 2_. cos %кх =
—-—:

— и заме-

/о Z ¦ ^ S1I1Ж
^¦/2 к=1

тив, что / cos2kxdx = 0, /с = 1, 2, ...,п
- 1, получим

О тг/2

/sinBn
— 1)х , тг

—Ц }— dx = -

. А
smx 2

о

Значение известных интегралов иногда удается использовать для

вычисления пределов некоторых числовых последовательностей, ес-

если оказывается, что эти последовательности образуют последователь-

последовательность интегральных сумм соответствующей функции.

Пример 13. Найти предел последовательности

, OL > 0.
па+1

А Поскольку сумма sn = — V^ ( — ) является интегральной сум-
п *-^ \ п )

к-1

мой функции f(x) = ха на отрезке [0; 1], то

} ха+1
lim sn = / ха dx =

О

±

Пример 14. Найти интеграл / х у/1 + х dx.
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А Применим формулу замены переменного, положив 1 + х = ?2,
t > 0. Тогда dx = 2tdt, а новые пределы интегрирования

—

а = 1,
C = л/2- По формуле A0) получаем

1 V2

fxVTTx~dx = 2 Г (t2 - l)t2
о l

Задача свелась к вычислению определенного интеграла от много-

многочлена:

Таким образом,

Пример 15. Найти интеграл / л/а2 - х2 dx с помощью замены

переменного х = asint. °

А Имеем .

а к/г |тг/2 9

Г /—- « , 2 / 2,7, а Л ,
sin 2t \\ iraz

/ v a — хz dx = а / cos tdt — — (t Л ) =
—т- .

0 0 l0

Интеграл можно, конечно, вычислить, применив замену перемен-
переменного в неопределенном интеграле (это потребует больших вычис-

вычислений):

/у а2 — х2 dx — a2 I cos2 tdt\._ . ,
, ч

=

— -[a2 arcsin - + х у а2 — х2 ) .

2 V а )

Поэтому, согласно формуле Ньютона-Лейбница, получаем
а

у а1 — х1 ах — -

\а arcsin —V х у а1 — х1 \v
2 V a

v )

тга

Пример 16. Доказать формулу (9).
А В силу непрерывности функции /(ж) на интервале (а; Ь) она

имеет первообразную F(x), для которой определена композиция

F(ip(t)). Эта композиция является первообразной на интервале (а; C)
для функции f(ip(t))ip'(t), ибо

Поэтому, согласно формуле Ньютона-Лейбница,
A) fro

Jf(<p(t))cp'(t) dt = F(<p@o)) - F(<p(ao)) = F(b0) - F(a0) = f f(x) dx.

a0
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1 тг/2

Пример 17. Доказать равенство / — dx = - / -— dt.
J x 2 У sin t

о о

А Сделав замену переменного х = tg(?/2), получим

} arctg ж
_

"V arctg (tg(t/2)) dt
_

1 ^ J_ ,

У ж У tg (t/2) 2cos2(*/2)
"

2 У sin*
0 0 О

Пример 18. Вычислить интеграл

-1

А Сделав при х / 0 замену переменного t — х — 1/х в соот-

соответствующем неопределенном интеграле, получим

1 + ж2 , [ d(x- 1/х) 1
,

х2 - 1
, п

J
и, следовательно,

f-i \ / су

1+х

Поскольку

,. 1
;

Ж2 — 1 7Г ,. 1
;

Ж2 — 1 7Г

lim —= arctg — = —

,
hm —= arctg рг-

= ——
,

ж^+о /2 жл/2 2л/2 ж^-о д/2 жл/2 2л/2

то функция

—= arctg — Н —, если х > О,
л/2 жл/2 2л/2

F(x) = ^ 0, если х = 0, A3)
1 .Ж2 — 1 7Г ^п
-= arctg —

—, если х < О,
I л/2 жл/2 2л/2

будет непрерывной на всей числовой оси, а так как согласно A2)

то в силу непрерывности функции A + ж2)A + ж4) равенство A4) вер-
верно и при х = 0. Таким образом, функция A3) является первообразной
для подынтегральной функции интеграла A1). Поэтому

2

Пример 19. Найти интеграл / 1пжб?ж, применив формулу интег-

1
рирования по частям для определенного интеграла.
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2 2

А Имеем / \nxdx = xlnx|i — / dx = 2 In 2 — 1. А

1 1
7Г

Пример 20. Найти интеграл J= / chxcosnxdx, n Е А/.

— 7Г

А Дважды проинтегрировав по частям, получим

7Г 7Г

J = chxcosnxdx = - chxd sin nx =

—7Г
7Г 7Г

/ sh х sin nxdx = — shxd cos nx =

— 7Г

ch ж sin пж

— 7Г

sh x cos пж

7Г

/ chxcosnxdx = (—1)
n2 J

n 2sh 7Г

Найдя из получившегося уравнения значение J, будем иметь

Пример 21. Найти интеграл
1

Jan = fxalnnxdxJ a>0, neN. A6)
о

А Подынтегральная функция /(х) = ха lnn x определена и непре-

непрерывна на полуинтервале @; 1], и у нее существует предел

lim /(x) = 0.

Доопределим функцию / нулем при х = 0, тогда получим непрерыв-

непрерывную, а следовательно, и интегрируемую на отрезке [0; 1] функцию.
Данный интеграл A6) и понимается как интеграл от этой функции.
Интегрируя по частям, будем иметь

1

а + 1

--=- fxa\nn-1xdx = J
+о а + 1 У а +

о

Из получившейся рекуррентной формулы следует, что

о

Пример 22. Многочлены, задаваемые формулами
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называются многочленами Лежандра. Доказать, что, каков бы ни был

многочлен Qm степени т < п, имеет место равенство

1

Qm(x)Pn(x) dx = 0. A8)

dk\(x2 -l)n]
А Заметив, что функция — ——

при к = 0,1, 2, ...,п
— 1 об-

dx
ращается в нуль в точках х — — 1 и ж = 1, имеем, интегрируя после-

последовательно по частям,
1

^d"[(x2-ir]^_

jn

-1

m-m-lr/ 2
_

i\ni

= o,

так как Qm (x) = const. Поскольку многочлен —^ —

dxn

-1

только

постоянным множителем отличается от многочлена Лежандра A7),
то равенство A8) доказано. А

ЗАДАЧИ

1. Написать интегральную сумму ап для функции /(ж) = 1 + х на

отрезке [—1;2], разбив его на п равных отрезков и выбрав значения

аргумента ^, i = l,2,...,n, в середине этих отрезков.

2. Для данной функции /(ж) найти нижнюю sT и верхнюю ST
суммы Дарбу на указанном отрезке, деля его на п равных частей:

1) /(ж) = ж3, ж е [-2; 3]; 2) /(ж) = ^, ж G [0; 1];
3) /(ж) = 2Ж, же [0; 10].

т

3. Найти / (gt + v0) dt исходя из определения интеграла.

о

4. Вычислить определенный интеграл как предел интегральной
суммы:

1 тг/2 х 2

1) |еж^ж; 2) Г sinxdx; 3) Г costdt; 4) /" ^.
0 0 0 1

2

5. Вычислить интеграл / ж3 б?ж как предел интегральных сумм,
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разбивая отрезок [1;2] на части точками, которые составляют гео-

геометрическую прогрессию.

ъ

6. Найти интеграл / хп dx, n G Z, п ф —1, как предел интеграль-

а

ных сумм, разбивая отрезок на части точками, образующими геомет-

геометрическую прогрессию (Ферма).

/dx—, 0 < а < 6, как предел интегральных

сумм.
а

7Г

8. Найти интеграл Пуассона / 1пA — 2аcosx + a2) dx:

о

1) при \а\ < 1; 2) при \а\ > 1.

9. Доказать, что определения 1, 2 предела интегральных сумм аТ

равносильны.

10. Пусть функция / ограничена на отрезке [а; 6], sT и ST —

соответственно ее нижняя и верхняя суммы Дарбу, т — {хк}\^т —
разбиение отрезка [а; Ъ]. Доказать:

1) для любых двух разбиений т\ и т^ отрезка [а; Ь] выполняется

неравенство sTl ^ ST2;
2) если от

— <JT(f; ?i,..., ?п) — интегральная сумма Римана A), то

sT
= inf aT1 ST = sup aT;

3) 5r —

sr = V^cJi(/)Axi, где (Ji(f) — колебание функции / на

г=1

отрезке [xi_i;Xi].
11. Доказать, что всякая монотонная на отрезке функция ингег-

рируема на нем.

12. Доказать, что если функция / непрерывна и положительна на

отрезке [0; 1], то

I
1

lim df(±)f(l)...f(?)=eXp([]nf(x)dx).n-^оо У \nJ \nJ \nJ \J )
0

13. Доказать, что если функции fug непрерывны на отрезке

[а; Ь], т = {xk}JjZ^)T — разбиение этого отрезка, ^ G [x^-i;^], /7г ?

E[xi_i;Xi], Axi = Xi
—

Xi-i, i = 1, 2,..., fcr, то

limQ ^/F)^(^)Д^ = Jf(x)g(x)dx.
i—\ a

14. Доказать исходя из определения интеграла, что если функция
интегрируема на отрезке, то она ограничена на нем.
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15. Доказать, что если функция / монотонна на отрезке [0; 1], то

f
О к=1

16. Доказать, что если функция / ограничена и выпукла вверх на

отрезке [а; 6], то она интегрируема на нем и

ъ

(b - а)
К '

2
^ j /О) dx ^(b- a)f [ —^- j .

a

Указание. Воспользоваться результатом задачи 86 [1, § 10].
17. Пусть функция / непрерывно дифференцируема на отрез-

отрезке [а; Ь] и ь

к=1

Найти lim nAn.
п—>-оо

18. Сформулировать определение предела lim sT в терминах пре-
\Т\->°

делов последовательностей и доказать его эквивалентность определе-
определению 3.

19. Доказать: если функция / интегрируема по Риману на от-

отрезке [а; Ь], то ь

lim sT = lim ST = / fix) dx.
|т|-И) Ы-И) J

a

20. Доказать: если J* и J* — соответственно нижний и верхний
интегралы Дарбу функции /, a sT и 5Г — ее нижние и верхние сум-

суммы Дарбу, то

J* = lim sT, J* = lim 5r.
|т|-И) |т|-^0

21. Доказать: для того чтобы ограниченная на отрезке [а; Ь] функ-
функция / была интегрируема на нем, необходимо и достаточно, чтобы

ее верхний J* и нижний J* интегралы были равны, причем в этом

случае ь

Jf(x)dx = J* = J*.
а

22. Доказать, что разрывная функция f(x) = sign sinGr/x) интег-

интегрируема на отрезке [0; 1].
23. Доказать, что функция

если х ф 0 и /@) = 0, интегрируема на отрезке [0; 1] ([у] — целая

часть числа у G /?).



104 Гл. 2. Определенный интеграл и его приложения

24. Доказать, что функция Дирихле

1, если х рациональное,fix) =J v ' ^ 0, если х иррациональное,

на любом отрезке не интегрируема по Риману.

25. Построить не интегрируемую на отрезке функцию, квадрат
которой интегрируем на этом отрезке.

26. Построить функцию, непрерывную в точке и не интегрируе-

интегрируемую ни на каком отрезке, содержащем эту точку.

27. Функцией Римана называется функция, равная 1/q в каждой

рациональной точке, которая записана в виде несократимой дроби

p/q ф 0, р е Z, q e А/, и равная нулю во всех остальных точках.

Доказать, что функция Римана на любом отрезке интегрируема.

28. Пусть функция / непрерывна на полуинтервале (а; Ь] и сущест-

существует конечный предел lim f{x). Доказать, что при любом доопреде-
х—>а

лении функции / в точке х = а полученная функция будет интег-

интегрируема на отрезке [а; Ъ] и значение интеграла от нее не зависит от

значения функции в точке х = а.

29. Пусть функция / ограничена на полуинтервале (а; 6], при лю-

любом г > 0 @ < г < b — а) интегрируема по Риману на отрезке

[а + s; b] и существует конечный предел

ъ

lim / f(x) dx.

а+е

Доказать, что при любом доопределении функции / в точке х = а

она будет интегрируема по Риману на отрезке [а; Ъ] и

ъ ъ

/гf(x) dx = lim / f(x) dx

а
ь a+e

(и, следовательно, интеграл / f(x)dx не зависит от значения /(a) J.
а

30. Доказать, что функция, ограниченная и имеющая конечное

число точек разрыва на данном отрезке, интегрируема на нем по Ри-

Риману, причем значение интеграла не зависит от значений функции в

точках разрыва.

31. Доказать, что если функция / интегрируема на отрезке [а; 6],
с ^ /(ж) ^ d для всех х G [а; Ь] и функция g непрерывна на отрез-

отрезке [с; б?], то композиция go f также интегрируема на отрезке [а; Ь].

32. Привести пример таких функций fug, интегрируемых соот-

соответственно на отрезках [а; Ь] и [с; d], что с ^ /(ж) ^ d для всех х G [а; Ь],
а композиция д

о / не интегрируема на отрезке [а; Ь].
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33. Доказать, что если функция / интегрируема на отрезке [а; 6],
то существует такая последовательность непрерывных на этом отрез-

отрезке функций /п, п = 1, 2,..., что для любой точки с Е [а; Ъ] имеет место

с с

lim / fn(x) dx = / fix) dx.
n-^oo J J

a a

34. Доказать, что если функция разрывна в каждой точке отрезка,

то она не интегрируема на этом отрезке.

35. Доказать, что, для того чтобы ограниченная на некотором от-

отрезке функция была интегрируемой на нем, необходимо и достаточно,
чтобы для каждого е > 0 существовала конечная или счетная сис-

система интервалов, сумма длин которых была бы меньше заданного е,

которая в свою очередь содержала бы все точки разрыва заданной

функции.

36. Выяснить, какой интеграл больше:

*/2
.

тг
.

1 1

. ч Г sin х , Г sin х ,
~ч

Г ах Г ах

1) / dx или / dx: 2) / —= или / ——

;
J х J х J л/х J yx
О 0 1/2 1/2
11 2 2

/Г
2 Г Aт Г с\т

e~xsinxdx или / е~х sinxdx: 4) / . или / —.
J J л/1+ж2 J х

О 0 11
/ J
О 0

37. Доказать неравенство:

arctg х , 3
dx < -

•

2
'

38. Функция / непрерывна на отрезке [0; 1], причем / /(ж) dx > 0.

о

Доказать, что существует отрезок [а; Ь] С [0;1], на котором /(ж) > 0.

39. Доказать: из свойств 4, 7 и 8 интеграла следует, что если функ-
функции fug интегрируемы на отрезке [а; 6], для всех точек х G [а; Ь]
выполняется неравенство /(ж) ^ д(х) и существует такая точка хо G

G [а;Ь], для которой /(жо) < #(жоM причем функции fug непрерыв-
непрерывны в этой точке, то ъ ъ

I f{x) dx < g{x) dx.

а а

40. Будет ли интегрируема на отрезке всякая функция, у которой
интегрируема на этом отрезке ее абсолютная величинаГ

41. Если функция f(x) интегрируема на некотором отрезке и не

обращается на нем в нуль, то будет ли на этом отрезке всегда интег-

интегрируема функция 1//(ж)Г
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42. Доказать, что если функция / убывает на отрезке [0; 1], то для

любого в е @; 1) выполняется неравенство

1 в

/гf(x) dx ^ / f(x) dx.

о о

43. Доказать, что если функция / интегрируема на отрезке [а; 6],
то для любого г > 0 найдется такое S > 0, что для любых a Е [а; Ь] и

C Е [а; Ь], 0 < C — а < ?, имеет место неравенство

\f(x)\dx < г.

44. Доказать, что если функция / непрерывна при ж^О и

lim f(x) = a G /?,
ж—>-|-оо

ТО

±ff(t)dt = a.

о

45. Построить такую непрерывную при ж ^ 0 функцию, для кото-

которой существует конечный предел
т

а предел lim /(ж) не существует.
х—>-+оо

46. Доказать, что если функции fug интегрируемы на отрез-

отрезке [а; 6], то выполняется неравенство Коши-Буняковского
ъ Гь Гь

jf{x)g{x)dx < Jff2{x)dx Jfg\x)dx.
а V а V а

47. Доказать, что если функции fug интегрируемы на отрез-

отрезке [а; Ь], 1 < р < +00, 1/р + 1/д = 1, то справедливо неравенство

f(r)n(r)riT< \-f(r)\priT\ \n(r)\q dr\

a a a

Указание. Воспользоваться неравенством a/3 ^ ap/p + /3q/q,
a^O, /3^0.

48. Доказать, что если функции fug интегрируемы на отрез-

отрезке [а; 6], 1 < р < +00, то справедливо неравенство Минковского

- 1 '- -1/р г
Г

-1 1/р
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49. Доказать, что если функция интегрируема на отрезке [а; 6], то

она обладает свойством интегральной непрерывности
ъ

lim [\f(x + h)-f(x)\dx = 0,
а

где f(x) = 0 при х ? [а; Ь].
50. Доказать, что если функция / дважды непрерывно дифферен-

дифференцируема на отрезке [0; 1], то

га-Юо IJ П

0 к=0

51. Пусть функция / интегрируема на отрезке [а; Ь]. Доказать, что

равенство ъ

[ f(x)dx = 0

а

имеет место тогда и только тогда, когда /(ж) = 0 во всех точках

непрерывности функции /.
52. Доказать свойства 1-10 интеграла исходя из его определения.

53. Доказать, что если функции ip и ф дифференцируемы на от-

отрезке [а; 6], А ^ ip(x) ^ В, А ^ ф(х) ^ В при а ^ х ^ Ъ, а функ-
функция / непрерывна на отрезке [А; В], то функция

F(x) = / f(t)dt, a^x ^b,

дифференцируема на отрезке [а; Ь] и

= fMx)W(x)-f(<p(x))<p'(x).

54. Найти производную:
ъ ь ь

1) -— / smx2dx; 2) -— / sin ж2 dx; 3) — / sin ж2 dx;
ах J ах J ax J

4) f- [VTT^dt; 5) f- I ; 6) f- / cos7rt3 dt.
J

dx J J
dx J л/ТТ? dx J

О Ж2 sin ж

Найти интеграл E5-106).
2 12 4

55. fx3dx. 56. Г ^fxdx. 57. f^/xdx. 58. / i^= •

J J J J д/ Ж
-l -l -l

2 1

). /" (ж2 - 2ж + 3) dx. 60. /" (ж3 - 2ж2 + ж - 1) dx.59.

i -i
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1 7Г \/3

61. f(y/x+ \fx^)dx. 62. [sinxdx. 63. f zr^—2-
J J J J- \ X

i/л/з
1/2

64 . / _^_. 65. / -4-. 66. f^x^ldx.
J л/1 -ж2 У cos2 ж Усов^ж

-1/2
'

-тг/4 2

2 2 4

ex dx. 68. / 2Ж dx. 69.
'

10 2 1
Уж У 2ж - 1

71. ^. 72. [-?-. 73.
1 + xb J xmx

4
xmx

74. / sin xdx.

ч
7Г/3

75. / cos2x<ix. 76. / t^xdx. 77. I sh3x

— 7Г

1

78.

Тг/6 О

^
-. 79. f^dx. 80.

-1

dx

ж-2 ж2(ж — 1)

1

/" 2ж — 1 ,

ftq
/" ж

/ 9^r -1-1
*

/ (rp A-

cir.

84.
dx

85.
с/ж

л/ж2 + 2ж + 2 У л/2 + Зж - 2ж2
О 3/4

86. /j^.
о

J у/х-1 У 1 +

93.
dx

рЖ _|_ р Ж

У жA + In2 ж) У
1

V У
О

тг/4 1/3

94. / cos3 xdx. 95. fch23xdx.
0

тг/2

о о

96.
dx

тг/4

. + sin ж + cos ж
о

тг/3 3

99. / ^^. 100.
У sin ж

тг/4

1/2

97.
У
о

1 + 2 sin2 ж
98

1

. fxe-xdx.
У
о

. 101. fxlnxdx.
J

1 1

тг/2

102. / arcsin x dx. 103. /ж3 sin xdx. 104. / e2xcosxdx.
ооо
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е 2

105. / s\n\nxdx. 106. I \1 — x\dx.
о о

107. Доказать, что

О, если т Ф п, -, -,

^
т G Z, n G Z.

Z7T /•

f inx -imx j
_

I О?
у

е е аж - 1 2тг,
о

^

(Если функция / имеет вид /(ж) = Цж) + гг>(ж), где функции и(х)

и и (ж) принимают действительные значения и интегрируемы на от-

ъ ъ ъ

резке [а; 6], то по определению f(x)dx = u(x)dx + i v(x)dx.)

если ттг = п,

108. Дока:

Юл/2
200

0

зать

:/:
0

1

неравенство:

х9
dx ^

1
.

20

2)

]

0

!

20^/2

 4-
2С

1 + х«

0

r\i* <

Зтг/4

х19

/1 + X

L

[

1

;
<

20
'

1 Г Га'

5) 1 < / е~хП dx < 1, га > 1; 6) 0 < / б?ж < 1пЗ;
п J J х

О тг/4
1

7) sin 1 < / dx < 2 sin 1;

-i

тг/2
оч

2, тг + 2^ /* sin ж , ,

8) - In ——- < / — — dx < In

о

, 1 7Г ) sinGT/6)(g + l) , 1
.

^
8

-
6 у (Ж + 1)C-Ж)

- -

6'
о

1
7

10) 0,03 < | — _хх dx < 0,05.

109. Найти интеграл:

t\ f ?< \ j х/ \ Г ж2 при 0 ^ ж ^ 1,
1) / fix) ах, если /(ж) = < о i ^ ^ оJ J J x J J v y I 2 — ж при 1 < ж ^ 2;

о
^

1 Г ж при 0 ^ ж ^ ?,
2) / /(ж) б?ж, если /(ж) = < 1 - х .

о I 1 -1
^

1

110. Построить график функции F(t) = х\х — t\ dx.
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111. Доказать, что если функция / интегрируема и имеет на от-

отрезке [а; Ъ] первообразную F, то имеет место формула Ньютона-

Лейбница ь

f(x)dx = F(b) -f

112. Объяснить, почему неверно равенство:

1) / т" (arctg - ) dx = arctg -

J ax V ж/ ж

-l

1 2тг

2) J*E = 1п|ж||^1 = 0; 3)
-i о

2
'

sec ж с/ж 1 tg ж
_ ^

-1

113. Исходя из свойств интеграла доказать теоремы 4, 5 и 6.

114. Для функции /, определенной на отрезке [а; Ь], назовем ее пер-

первообразной в широком смысле всякую непрерывную на этом отрезке

функцию F такую, что во всех точках отрезка [а; Ь], кроме конечного

их множества, выполняется условие F'{x) = f{x).
Доказать исходя из свойств интеграла 1-10, что если у функции /,

интегрируемой на отрезке [а; 6], существует первообразная F в ши-

широком смысле, то имеет место формула Ньютона-Лейбница

ь

f(x)dx = F(b)-F(a)./¦
а

115. Найти интеграл / — ( у- ) dx.
J dx V 1 + 2:/ж /

т/2 9

-t -t s* тт f ( Sill ПХ\ , П7Г . . / ,
^

ч

116. Доказать, что / dx — —, п G А/ (Феиер).
J V sin ж / 2

о

Указание. Воспользоваться значением интеграла Дирихле (см.
пример 12).

117. Доказать равенство lim ( Н + ... + — ) = In 2,
п^оо ЧП+1 П + 2 2п J

использовав интеграл

Г dx

J х

l

118. Доказать равенство

использовав интеграл

с/ж

Г/
о
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119. С помощью определенных интегралов найти пределы сле-

следующих числовых последовательностей:

1) sn =
— sin h sm Ь ... + sm тг ;
n V n n n J

=^; 4) sn= 4 + 4 + 4+-^ ^ ^

120. Найти lim -V^/fa + fc -) ,
если функция / интег-

n—>-oo L П ^—' V П / J
k=l

рируема на отрезке [a; b].
121. Найти пределы следующих числовых последовательностей:

п—1 п

i\ V^ f-i ,
к\ . ктг оЧ тг v-^v 1

1) sn = > Ц sin — ; 2) sn = sm - > —г— ;7 ^-^ V n n2 J
n ^-^ 2 + cos(br/n)

3) sn = ^

4) sn =

), x > 0;

ь + l/k'

122. Найти пределы:
ж ж

1) lim ( [ cost2 dt/x); 2) lim ( /(arctgtJ dt/y/x2 + l) ;
ж—>-0 \J / / ж—>-+oo \J I )

0

sin ж

0

tga;

f4) lim ( [ y/tgidt
о о

Ж _2

eb dt ~ — при x —у +оо.

124. Доказать, что если f(x) — непрерывная положительная

при х ^ 0 функция, то функция
ж ж

<р(х) = ftf(t)dt/ff(t)dt
возрастает на промежутке [0;+оо).
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1

125. Можно ли в интеграле / у/1 — х2 dx при замене перемен-

о

ной х = sint в качестве новых пределов интегрирования взять

числа тг и тг/2Г
126. Пусть функция / непрерывна на отрезке [—/;/]. Доказать:

1) если / — четная функция, то

i i

Г f(x)dx = 2 Г f(x)dx; A9)
-i о

2) если / — нечетная функция, то

i

Jf(x)dx = 0. B0)
-I

Найти интеграл A27-168).
7Г 7Г

127. / \/smxdx. 128. / ех sinxdx.

— 7Г —7Г

тг/2 1

129. / (cos2 ж + х2 sinx)dx. 130. / cosxthxdx.

-тг/2 -1

1 7Г/3

131. f(ex+e-x)tgxdx. 132. Г (х2 sm5x + cos - +tg3x) dx.

-1 -7Г/3
тг/3 7 5 з

2

133. / 2ж ~ x + 29Ж
~ ж + l

dx. 134. \ex\dx.
J cos2 ж У

-тг/З 0

1 In 2 In 2

135. lx2yj\-x2dx. 136. f y/^^Tdx. 137. fxe~xdx.
0 0 0

tt/4 2tt/

138. xs'mxdx. 139. xsm2xdx. 140. x2cosxdx.

oo о

1 3 e

arccosx<ix. 142. aictg^/xdx. 143. / —
i i xvl

о l l0 1 1

1 2ж ж
тг/2 тг/2

144. / е
.

+ 2е
dar. 145. / ———. 146. / ———.

J e2x + 1 У 2 - sin ж У 3 + cos ж

0 0 тг/З
3/4 9 -2

//7Т
/* о i Г ПТ

148. \ xyj\- xdx. 149. / —т==
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I тг/2

150. / ж15л/1 + Зж8 dx. 151. / sinxsm2xsm3xdx.

о о

In 2 2 п

152. Г sh4xdx. 153. fx2lnxdx. 154. fxnlnxdx.
Oil

155. fx&Yctgxdx. 156. fxB-x2I2dx. 157. /
0 0 0
7г ее

158. fexcos2xdx. 159. f \\nx\dx. 160. f (x\nxJ dx.

О 1/е О

-|/^-| / • IX i -t r*e\ I V **^ CL -в / r\
±D±. / ctiCSin ^ / UX. IDi. / UX. U 4^ U.

У V i + ж Уж4 ' ^

0 а

II тг

/» /у» Л™ /* lri I 1 -I- т* I /* /7т
loo. /—г -. 164. /—г тг-их. 165.

хг-\-х-\-1 J 1-\-х1 Ja + ocosx

-10 0

1

166.

-1

I / 1 \ '

с, п е N.

/г/т^——— ,
а ф 7ГП,

ж2 - 2ж cos a + 1

167. f(l + x- -\ex+1/xdx. 168. / |( cos In-
J \ X / J \ \ X

1/2 e-2™

169. Доказать, что если непрерывная на отрезке [а; Ь] функция / в

точках, симметричных относительно точки х = (а + Ь)/2, принимает

равные значения, то
ь (а+ъ)/2

ff(x)dx = 2 [ f(x)dx.
а а

170. Доказать, что для любой непрерывной на отрезке [а; Ь] функ-
функции / имеет место равенство

ъ ъ

/гf(x) dx — \ f(u + b — х) dx.

а а

171. Доказать, что если функция / непрерывна на отрезке [а; Ь], то

ъ 1

/ /(ж) dx = (Ъ — и) I /(а + (Ъ — и)х) dx.

а о

172. Для непрерывной при х ^ 0 функции / доказать равенство

2
а а

fx3f(x2) dx = i fxf(x) dx, и > 0.
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173. Для непрерывной при х ^ 0 функции / доказать, что

а

[xr+1f(xr) dx = i fx2/rf(x) dx, a > 0, r ^ 1.

о о

174. Доказать, что для любой непрерывной на отрезке [0; 1] функ-
функции / имеют место равенства:

тг/2 тг/2

1) / f(smx)dx = / f(cosx)dx;
о о
7Г 7Г

2) xf(sinx)dx= — I f(smx)dx.
о о

175. Доказать формулу интегрирования по частям для определен-

определенного интеграла с помощью формулы Ньютона-Лейбница.

176. Доказать, что для п + 1 раз непрерывно дифференцируемых
на отрезке [а; Ъ] функций и(х) и v(x) имеет место формула

Ъ п Ъ

Juv{n+1"> dx = ^(-l)VfeVn-fe)|* + (-l)n+1 Ju{n+1">vdx.
a k=0 a

177. Доказать, что для полинома Лежандра (см. A7)) имеет место

формула 1

-1

178. Доказать, что если функция п + 1 раз непрерывно дифферен-

дифференцируема на отрезке [а; 6], то для любых точек хо G [а; Ь] и х G [а; Ь]
имеет место формула (называемая формулой Тейлора с остаточным

членом в интегральной форме)

179. Доказать, что если функция / непрерывна на отрезке [а; Ь]
и для всех t е [0; Ъ - а] выполняется равенство /(а + t) = f(b - ?), то

ъ ъ

I х f(x) dx = / f(x) dx.

a a

180. Доказать, что одна из первообразных четной функции яв-

является нечетной функцией, а любая первообразная нечетной функ-
функции
— четной функцией.

181. Для непрерывной на отрезке [а; Ь] функции / найти

d
P

-г / f(x + У) dy, где 0<а-а<х<Ь-/3.
dx J
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а

182. Найти интеграл / у/а2 + х2 dx.

— а

1 Зж(ж2 — 1)
183. Пусть F(x) = arctg —^—-——. Показать, что

о Ж 4Ж ~\ \-

F'(X) - i±f![Х) -
1 + х*

'

1
4

и объяснить, почему интеграл / dx не равен F(a;)L.
J J- ~Т~ X
О

184. Найти F(a) = /
Sm

dx и построить график

функции F(a).

sin х dx
185. Найти интеграл /

о

186. Доказать равенство

у/1 — 2а cos х + а2
о

z . 2тг, если 0 ^ г < 1,
/ dx = < 0, если г = О,
J l-2rcosx + r2 I 2^ есди г>1

Найти интеграл A87-196).
2тг

187.
f dx

J + ? COS Ж

О

188 / dx
. / dx

—, lal < 1, \Ъ\ < 1, аб > 0.

_^ л/A-2аж + а2)A-26ж + 62)

189. 77 ^ -. 190. 7 AdX A
.

J B + cos x) C + cos x) J sin x + cos4 ж
о о

v J
x3(x - 2)

-1
• x ' v J

7Г
.

1007Г

192. / /sma; da;. 193. f y/1 - cos2xdx.
J 1 + COS2 Ж J

о о

194.

— 7Г

195. Доказать, что

, 2 ,2

/" "ж тга+D ^nL^n

/ /9-2 г;—r^j
=

т—ч!ч-»
а > 0, & > 0.

У (a2 sm2 ж + б2 cos2 жJ 4 adDd
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196. Найти интеграл

тг/2

/ах
7 2 гл

: —~-
,

ас
- Ь1 > 0.

a cos^ х + 2о cos x sin x + с sin ж

-тг/2

197. Доказать, что если / — непрерывная на всей числовой оси

периодическая с периодом Т функция, то для любого числа а выпол-

выполняется равенство а+т т

I f{x)dx= f(x)dx.
а О

198. Доказать, что при п нечетном функции
X X

f(x) = [ sinn tdt и g(x) = Г cosn tdt

о о

периодические с периодом 2тг, а при п четном каждая из этих функ-
функций является суммой линейной функции и периодической.

199. Доказать, что если / — непрерывная на всей числовой оси

dtпериодическая с периодом Т функция, то функция F{x) = / /(?)
XQ

является суммой линейной функции и периодической с периодом Т.

200. Средней функцией Стеклова с шагом h > 0, периодической
и интегрируемой на периоде функции /, называется функция

x+h

h(x)= ± I f(t)dt.
x — h

Доказать, что если функция / непрерывна, то при любом h > 0

ее функция Стеклова Д является непрерывно дифференцируемой
функцией, и если период функции / равен Г, то

lim sup |Д(ж) -/О)| =0.

201. Доказать, что если периодическая функция / удовлетворяет
условию Гёльдера степени а

\f(x + h)-f(x)\^M\h\a, 0<a^l,

где М
—

некоторая постоянная, h > 0, х G /?, и ее период равен Т,
то sup |/(ж) — Д(ж)| ^ МНа, где функция Д(ж) определена в за-

[0;Т]
даче 200.

202. Найти предел lim —= / In ( 1 -\ — ) dx.
n^oo л/n J V л/Ж I
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203. Доказать равенство

f(i-x)mxndx= .

m!n!
.., шел/, пел/.

У V У
(m + n + l)!

'

7Г 7Г

(xsinxJdx; 2) (xcosxJdx.
о о

7Г 7Г

о„г тт „ 1Ч
Г sinnx , оч

Г cosBn+l)x ,

205. Найти интегралы: 1) / ах: 2) / — — ах.

У sin ж У cos ж

о о

тг/2/

206. Доказать для интеграла Jn — \ sinn xdx, n ^ 2, рекуррент-

рекуррентную формулу п - 1
°

Jn = Jn-2-
П

207. Найти интеграл:
тг/2 тг/2 тг/2

1) / s'm^xdx; 2) / cos4x<ix; 3) / cos6xdx.
ооо

208. Доказать, что

( (п — 1)!! тг
^z2 ^z2

\\~~ ПРИ п четном,

j sin ждгг- у cos хйх-<

(n_1}!!
ne/v.

о о 77jL- при п нечетном,
I, nil

In п

209. Доказать для интеграла Jn = / chnx<ix рекуррентную

формулу
-inn

) Jn_2, n > 2.
n /

210. Доказать, что Ш^^ [^jt?]2 = f •

Указание. Использовать результат задачи 208.

211. Доказать, что

(ш-1)!!(п-1)!!тг
, —-—^—п— ,

если тип четные,
8'тт х cos71 х dx = > (m + n)ll 2

, (т - 1I1 (п - 1I1
о ^ -,—-—Ц-tj—— в остальных случаях,

те N, п е N.

212. Доказать, что при п G А/ справедливы равенства:
а

1) [ (а2 - х2)п dx = а2п+\п2п1[, „;У Bп + 1)!!
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2) |(o»-*»)<»»-i>/»d* = aa»2^§.
О

213. Доказать формулу:

п/г2 1 А 2к
1) / cosn х sin nx dx = —- ^ —

,
п е N;

О к=1

тг/2

2) / cosn х cos пж б?ж = -—-? ,
n G А/,

о

214. Доказать формулу (m G А/):
тг/2

1) / cosm xcos(?ti + 2)xdx = 0;
о

тг/2
^

2) / cosm xsm(m + 2)xdx = ;
У m + 1
о

тг/2

3) / smmxcos(m + 2)xdx = ^ '—^]
J тп -\- 1
о

тг/2
А\ f •

ТП
•

/ ^\ 7
1 ^-ТГ

4) / sm xsm(m + 2)xdx = cos .

о

тг/4

215. Найти интеграл / tg2nxdx, n e N.

о

тг/4
о.„ тт „ Г /sinж -cosж \2n+1
216. Найти интеграл / dx, n e N.

J V sm х + cos ж /

о

217. Доказать, что

а ^ 0, n G Л/

218. Доказать, что

тг/2

1
пе N

219. Доказать равенство

/Sin
ПХ , 7Г о 7ГП С ХП dx

гл -1 о

аж = 2 cos — / , п = 0,1, 2,...sinx 2 2 У 1 + ж2'
' ' '
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220. Доказать, что для всякой непрерывной на отрезке [0; 1] функ-
функции / выполняется равенство

тг/2 тг/2

/ /(sin2x) cosxdx = / /(cos2 х) cosxdx.
о о

1

221. Найти lim f(nx)dx. если функция / непрерывна на про-
га-юо J

0

межутке [0; +оо) и lim f(x) = А.
х—>-+оо

222. Исходя из свойств интеграла доказать, что для интегрируе-
интегрируете

мой на отрезке [а; Ь] функции / функция F{x) = / fit) dt непрерывна
а

на этом отрезке и дифференцируема во всякой точке х непрерывности

функции /, причем F'(x) = f{x). Существует ли производная функ-
функции F в точках разрыва функции /Г

223. Симметричной производной функции F в точке хо называет-

называется по определению DF(xo) = lim ^^ ^ ^°
-. Доказать, что

h—>0 2п

если функция / интегрируема на отрезке [а; Ь] и ж0 G [а; 6] является

ее точкой разрыва первого рода, то функция
х

F(x) = ff(t)dt
а

не дифференцируема в точке ж0, но у нее в этой точке существует

симметричная производная, причем

DF(xo)= \
224. Пусть функция / интегрируема на отрезке [а; 6], функ-

функция F имеет на отрезке [а; Ь] конечное число точек разрыва xi,?2,...

..., хп, причем все они первого рода. Если во всех точках отрезка [а; Ь],
кроме, быть может, конечного множества его внутренних точек,

функция F дифференцируема и F'(x) = /(ж), то имеет место фор-
формула

ь

"fix) dx = F(b - 0) - F(a + 0) - ^[F(xk + 0) - Fixk - 0)].
k=l

о

I-
Функция F называется обобщенной первообразной функции f.

225. Найти непрерывные обобщенные первообразные следующих
разрывных функций:

1) sign ж; 2) sign (sin ж); 3) [ж]; 4) х[х]; 5) (-l)W.
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X

226. Найти интеграл / /(?) dt, где

о

// ч
_

Г 1, если \t\ < I, ,

п

/W~\0, если |*|>Z,
^U<

227. Найти интеграл:
3 2 6

1) / sign (ж - ж3) dx; 2) [ex]dx; 3) [х] sin ^- dx;
о оо

7Г П+1 1

4) / ж sign (cos ж) б?ж; 5) / 1п[ж] dx, ne N; 6) / sign (sin In ж) dx.

228. Доказать формулу Гаусса
тг/2 тг/2
Г <кр

=
Г <W

^ д/а2 cos2 if -\-Ъ2 sin2 9? ^ д/а2 cos2 ф + Ъ\ s

О < 6 < а, ах = (а + Ь)/2, bi = y/ab.

Указание. Сделать замену переменного
2а sin ф

simp =

(а + 6) + (а — b) sin2 ^

229. Пусть а > Ь > 0, ах = (а + Ь)/2, bi = л/аЬ, ап = (an_i +
+ bn_i)/2, ^n = -\/O"n-ibn-i, n — 2,3,... Тогда существует конечный

предел (см. задачу 244, 1) в [1, § 8])
lim ап = lim Ьп — с (а, 6).

п—>-оо п—>-оо

тг/2
тт f dif 7Г

Доказать, что / —
у

= —

I V'a2 cos2 <р + б2 sin2 ip
2c (a,ip

/

230. Интеграл К (к) = / ^
, |fc| < 1, называется пол-

^ у 1 — к2 sin2 9?

эллиптическим интегралом первого рода в форме Лежандра.

Пусть к\ = . Доказать, что

X ~\ у X — К

231. Доказать, что если K(fc) — полный эллиптический интег-

интеграл первого рода (см. предыдущую задачу), |fc| < 1, ко = к.

то:

1) lim Щкп) = $ ; 2)
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232. Найти положительную дифференцируемую на промежут-

промежутке [0; +оо) функцию /, если известно, что при замене независимой

х

переменной ? = / f(t)dt функция / переходит в функцию е~^.

ОТВЕТЫ

1. ап = 9/2.
11 7К 1 ОС 1 ^-^_ /7 1 ПООП о10/?Т

., . х I*.- i ^75 125 оч 1 v~^ //с оч 10230-2 '

J. 1) 1Ь — + + ; 2)
—

/ \ —; о) : .

4 2n 4n2 n ^—^
у п пB10/п — 1)

fe=i

3. gT2/2 + v0T. 4. 1) е-1; 2) 1; 3) sinx; 4) 1/2.
5. 15/4. 6. (Ъп+1 - ап+1)/(п + 1). 7. \п(Ъ/а).
8. 1) 0, если \а\ < 1; 2) тг1па2, если \а\ > 1.

17. ^(/(а)-/F)).
36. 1) Второй больше первого; 2) первый больше второго;

3) первый больше второго; 4) второй больше первого.

40. Нет. 41. Нет.

54. 1) 0; 2) -sina2; 3) sin б2; 4) 2ху/1 + ж4;

6) - sinxcosGrcos3x) - cosxcosGrsin3x).; 6) smxcosGrcos3x) cos ж cos(тг sin3

55.^. 56.0. 57. | B ^2-1). 58. |
59. 7/3. 60. -10/3. 61. 19/15. 62. 2. 63. тг/б. 64. тг/3.
65.1. 66.45/4. 67. е(е-1). 68. 3/In2. 69. In2.

70. AпЗ)/2. 71. тг/12. 72. In 2. 73. In 1,5. 74. тг. 75. тг.

76. 1 + ^- 77. ^B-3ch2 + ch32). 78. ^arctg^.
79. 11/2 + 7In2. 80. 21nD/3) - 1/2. 81. A/6) lnB/5).

82. 2-In 5. 83. у . 84. In
2 + ^ . 85.^. 86.4-21n3.

4 1 + л/2 2л/2

87. 7 + 21n2. 88. 2-In 2. 89. (e - e1/4)/2. 90. sin 1. 91. тг/4
92. тг/3 + л/3/2. 93. arctge

- тг/4. 94. 5лД/12.
95. A/I2)sh2 + 1/6. 96. In2. 97. тг/Cл/3). 98. 1 - 2/e.

99. <^-jV?>) + lb3 10Qe 31n3_2 ^36 2 2 4

Ю2. ^ + ^ - 1. 103. ^3 - бтг. 104. ^^.
105. e(sinl-cosl)/2. 106. 1. 109. 1M/6; 2) t/2.
110.1/3-^/2, если^<0; 1/3 - t/2 + ?3/3, если0^*^1;

t/2 - 1/3, если t > 1.
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115. \. 119.1) -; 2) |Bл/2-1); 3) е ;4J; 5I6; 6) |.
о тг о b

Ъ

120. [f(x)dx. 121.1) -тг; 2) -^= ; 3) х + -; 4) -!-.
У 6 -у/3 2 In 2

122. Г) 1; 2) тг2/4; 3) 0; 4) 1. 125. Да. 127. 0. 128. 0.

129. тг/2. 130. 0. 131. 0. 132. 6sin(Tr/9). 133. 2\/3.
134. (е4 - 1)/2. 135. тг/16. 136. D - тг)/2. 137. A/2) 1п(е/2).
138. тг. 139. 1/4. 140. 4тг. 141. 1. 142. тг/6 - л/3 + 1-

143. 2(\/2-1). 144. 2arctge + (l/2)ln((e2+l)/2). 145. 2тг\/3/9
146. 4= (arctg 4= - arctg -^/v^- 147. -^= In i±i^ .

л/2 V ь

у/2
ь

y/EJ/ л/2 7

148. -468/7. 149. arcsin(l/3) - тг/б. 150. 29/270. 151. 1/6.

152. -In2-^-. 153. -1п2--. 154. ^-— Inn-
^ ~Х

1024* —-з"— 9* ^^"n+l^fl/ (n + 1J'

• у-^- 156- ^- 15Г- \- 158- ^(e^-l).
159. 2A - е-1). 160. 5е3/27. 161. 4тг/3 - у/3. 162. л/3/(8а2).
163. 1пЗ/2-тг/Bл/3). 164. (тг/8Iп2. 165. тг/\/а2 -б2.

166. 7r/B|sina|). 167. C/2)е5/2. 168. 4п.

181. /(ж + C) - f(x + а). 182. а2(\/2 + 1пA +
184. тг/2, если \а\ ^ 1 и тг/Bа2), если |а| > 1.

185. 2, если \а\ ^ 1 и 2/|а|, если \а\ > 1.

2тг 11 —I— \/пи I

1о7. . loo. In ^=. 1оУ. тг ^^ ^^ i .

л/Г^? лМ 1-лМ \л/3 л/2/
190. 2л/2тг. 191. arctg C2/27) - 2тг. 192. тг2/4. 193. 200\/2.

194. 4тг/а6. 196. т:/у/ас-Ъ2. 202. 2.

204.1) I (±- iV 2) I (f.() (
205. 1) 0, если п четное; тг, если п нечетное; 2) (-1)птг.

21в. 1
2 + 2

=i k=i

221. A. 225. 1) |x|; 2) arccos(cosx); 3) x[x] + M([^
+ X)

/14 x\ i М(М + 1)B[ж] + 1) K.
1 , ,

4) —[ж] -

L JU J yv L J

-; 5) - arccosx(cos7rx).
226. (\x + l\ - \x-l\)/2.
ITT. 1) -1; 2) 14-lnG!); 3) 30/тг; 4) -тг2/4; 5) ln(n!);
6) -thGT/2).
232. 1/A +ж).
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у=у(х)

§ 7. Вычисление площадей плоских фигур и длин кривых

СПРАВОЧНЫЕ СВЕДЕНИЯ

1. Вычисление площадей. Пусть функция у = у(х) непрерыв-
непрерывна и неотрицательна на отрезке [а; Ъ].
Площадь фигуры Ф (рис. 7.1), ограничен-
ограниченной графиком функции у = у(х), отрез-
отрезком [а; Ь] оси Ох и соответствующими

отрезками прямых х = а и х = 6, равна
ъ

S= Jy(x)dx. A)
а

—

Фигуру Ф называют иногда криволи-

а

нейной трапецией. Рис 7<1
Если функция у = у{х) задана пара-

параметрически уравнениями х = x(t), у = y(t), t G [а;/3], где функ-
функция x(t) имеет непрерывную неотрицательную производную на [а; /3],
х(а) = а, х(/3) = Ъ, а функция ?/(?) непрерывна и неотрицательна

на [а;/3], то площадь фигуры Ф равна
Р

5= jy{t)x'{t)dt. B)
а

Пусть функции у = у1(х) и у
= у2(х) непрерывны на [а; Ь] и У2(х) ^

^у\{х\ х G [а; Ь]. Площадь фигуры Ф (рис. 7.2), ограниченной графика-

с/

О
с

\

I
i

/

щf

Рис. 7.2 Рис. 7.3

ми функций 2/i (ж) и у<2 (х) и соответствующими отрезками прямых

х — а и ж = 6, равна 6

5= J(y2(x)-yi(x))dx. C)
а

При аналогичных предположениях относительно данных функций
для площади фигуры Ф (рис. 7.3) имеют место формулы

S = Jx(y)dy,
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Р

= fx(t)y'(t)dt,
а для площади фигуры Ф (рис. 7.4)

d

S= J (x2(y) -x1(y))dy.

B')

C')

Пусть функция г = г((р), (р е [а; /3], где 0 < /3 - а ^ 2тг, непрерыв-
непрерывна и неотрицательна на [а;/3]. Площадь сектора Ф (рис. 7.5), ограни-

Рис. 7.4 Рис. 7.5

ченного графиком функции г(ф) в полярных координатах и соответ-

соответствующими отрезками лучей ip = а и (р = /3, равна

Р

5= \jr2{v)dv. D)

2. Вычисление длин кривых. Длина пространственной кривой,

заданной параметрически уравнениями

х = x(t), y = y(t), z = z(t), t?[a;b],
где x{t), y(t), z(t) —непрерывно дифференцируемые на [a; b] функ-
функции, равна b

s= J^/x'2+y'2+z'2dt. E)
a

Длина плоской кривой, заданной параметрически, равна
ъ

s = / ух'2 + у'2 dt, F)
а

где x(t) и y(t) — непрерывно дифференцируемые на [а;Ь] функции.

Если плоская кривая задана явно уравнением у
= у(х), х е [а;Ь],

где у{х) — непрерывно дифференцируемая на [а;Ь] функция, то ее

длина равна

G)s=
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Длина плоской кривой, заданной в полярных координатах

уравнением г = r((p), (p G [а;/3], где г(ф) — непрерывно дифферен-

дифференцируемая на [а; Р] функция, равна

(8)

Длину дуги кривой иногда называют ее натуральным парамет-

параметром. Задание плоской кривой уравнениями х = x(s), у = y(s), где s —

длина дуги этой кривой от некоторой ее точки Мо до точки М(х;у),
называют натуральной параметризацией кривой. При этом, задав на

кривой направление, считают длины дуг до точек в этом направле-
направлении положительными, а до точек в противоположном направлении

—

отрицательными. Уравнение F(R, s) =

= 0, связывающее радиус R кривизны

кривой в точке и длину s ее дуги

до этой точки, называют натуральным

(внутренним) уравнением кривой.

ПРИМЕРЫ С РЕШЕНИЯМИ

Пример 1. Вычислить площадь

фигуры Ф, ограниченной параболой
у = бж - х2 - 7 и прямой у = х

- 3

(рис. 7.6).
А Находим абсциссы точек Пересе- Рис 7<6

чения данных кривых: из уравнения

бж — х2 — 1 — х — 3 имеем х\
= 1, x<i — 4. По формуле C) находим

площадь фигуры:
4

S = Г(Fх - х2 - 7) - (ж - 3)) dx =

Пример 2. К эллипсу
2 2

x- + v- =1
а2 W

проведена касательная в точке

'

а

Найти площадь криволинейного

треугольника ABC (рис. 7.7). Рис. 7.7

А Дуга АС эллипса и отрезок ВС касательной являются гра-
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фиками функций

х = xi(y) = aJl - Ур и х = х2(у) = а\2- ^-

По формуле C) имеем

/

S =

J (x2(y) -x1(y))dy.
о

Интеграл от функции х2{у) вычисляем непосредственно:

о о

Интеграл от функции х\(у) находим с помощью подстановки t =

= frsint, 0 ^ t ^ тг/3:

6УЗ/2 тг/3

Л = / xi (у) dy = ab cos2 t dt =

о о

В результате получаем S = J2 — J\ — аЬ(Зл/3 — тг)/б. А

Пример 3. На гиперболе х2 — у2 = а2

дана точка М(хо;уо). Найти площадь кри-
криволинейного треугольника ОAM (рис. 7.8).

А Перейдем к полярным координатам

по формулам
х — т cos ip, у = г sin ср.

Тогда уравнение гиперболы примет вид
2 2

2
_

а
_

а

Рис. 7.8 cos2 9?
— sin2 cp cos 29?

'

Площадь треугольника ОAM находим по формуле D):

а
2

a
2

о
1 /" 2 j a f dip а , 1 + tg a

S = - г dcp = — —?— = — In ^—
,

2 У ^
2 J cos2ip 4 1 - tg а

'

о о

где tga = Уо/xq. Отсюда, учитывая, что х\ — у\ — а2, получаем

Пример 4. Найти площадь фигуры, ограниченной кривой
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А Кривая (рис. 7.9) симметрична отно-

относительно осей Ох и Оу. Найдем площадь

четверти данной фигуры, лежащей в первом

квадранте, т. е. криволинейного треугольни-
треугольника ОАВ. Зададим кривую параметрически:
х = asin3t, у = 6cos3t, 0 ^ t ^ 2тг, так что

х@) = 0, ж(тг/2) = а. Отрезку [0; тг/2] соот-

соответствует дуга АВ кривой. Площадь тре-

треугольника ОАВ по формуле B) равна
тг/2

S= J y(t)x'(t)dt. (9)
о

Вычисление этой площади можно упрос-

упростить следующим образом. Применяя к (9)
формулу интегрирования по частям и учитывая, что y(t)x(t)\^ = 0,

Рис. 7.9

получим тг/2

S = - Г x(t)y'(t)dt. A0)

(П)

о

Сложив равенства (9) и A0), найдем
тг/2

(y(t)x'(t)-x(t)y'(t))dt.
о

Отсюда
тг/2 тг/2

S = -?- Г (cos4 t sin2 t + sin4 t cos2 t) dt = -^- Г sin2 t cos2 t (it =

о о

тг/2 тг/2

= —- / sin 2tdt=— A- cos4t dt = ——.

8 J 16 i 62
0 0

Следовательно, площадь данной фигуры равна ЗтгаЬ/8. А

Пример 5. Найти площадь фигуры, ограниченной кривой х =

= a sin t cos2 t, ^/ = a cost sin2 t, 0 ^ t ^ тг/2
(рис. 7.10).

А Пусть при t = t\ G @;тг/2) функция

x(t) = a sin t cos2 t

имеет наибольшее значение х\. Нижняя ду-

дуга ОА кривой является графиком функции
у = у1(х), х G [0;xi], заданной параметричес- "о
ки формулами
х = x(t) = a sin t cos2 t, у = y(t) = a cos t sin2 t

при t G [0;ti]. Верхняя дуга ОА является графиком функции у =
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= У2(х), х Е [O;xi], заданной параметрически теми же формулами
х = x(t), у = y(t), но уже при t e [ti; тг/2]. Площадь фигуры ОВАА\
и криволинейного треугольника ОАА\ находим по формуле B). Пло-

Площадь данной фигуры равна разности этих площадей:

h h

S = Г y(t)x'(t)dt- [y(t)x'(t)dt,
тг/2 О

т. е. п/2

S = - [ y(t)x'(t)dt. A2)
о

Формула A2) аналогична формуле (9) из примера 4, но в данном

случае рассматриваемая фигура ограничена замкнутой кривой.
Часто вычисления по формулам типа формулы A2) можно упрос-

упростить таким же способом, как и в примере 4. Применяя к A2) фор-
формулу интегрирования по частям и замечая, что

y(t)x(t)\l/2=0,
приходим к формуле

тг/2

5= J x(t)y'(t)dt. A3)
о

Складывая A2) и A3) получаем формулу, аналогичную A1),
тг/2

S=\ I (x(t)y'(t)-y(t)x'(t))dt. A4)
о

В данном случае вычисления по формуле A4) значительно проще,

чем по формулам A2) или A3):

S = %- I (sin t cos2 tB sin t cos2 t - sin3 t)-
О

2 2

— cos t sin2 t(cos3 t — 2 sin2 t cos t)) dt = — / sin2 t cos2 tdt = ——.

z J oZ

тг/2

Рис. 7.11

Пример б. Найти периметр криволи-
криволинейного треугольника, ограниченного дугой

окружности х2 + у2 = 2 и графиком функ-
функции ^/ = д/|ж[.

А Находим координаты вершин А и В

(рис. 7.11) как точек пересечения окружнос-

окружности и графика функции у = л/\х~\: А(—1;1),
5A; 1). Дугу А?? окружности зададим явно

в виде

У
— V 2 — ж2, |ж| ^ 1,
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и длину si дуги АВ найдем по формуле A3):

s1 = / д/l + у'2 dx = \ ~ з
^ж = V^arcsin -^=

-l -l
-1

(этот результат сразу получается и по известной формуле s\ = i?a,
где в данном случае R = л/2, а = тг/2).

Длины S2 и 8з дуг графика ОВ и ОА равны в силу симметрии

этих дуг относительно оси Оу. Найдем длину дуги ОВ. По условию
она задана формулой у = у/х, 0 ^ х ^ 1, но производная функции
у = у/х не ограничена в окрестности х = 0. Приняв за независимое

переменное 2/, зададим дугу ОВ уравнением х — у1, 0 ^ у ^ 1. Тогда

ж; = 22/, и по формуле, аналогичной G), получим

1 1

Полагая 2/ = -sht, находим

arsh2
„

I/I

Ch2tdt= U±
44\z

arsh2

0

= ^Bл/5 + 1пB + л/5)).

yl\

Периметр треугольника равен si + 2s2 = ^ + л/5 + - lnB + л/5). А

Пример 7. Найти радиус окружности с центром в начале ко-

координат, которая делит дугу астроиды
ж2/з +^2/3 _ а2/з^ ж ^ о, ?/ ^ 0, на три

дуги равной длины.

А Параметризуем дугу астроиды, по-

полагая х = a sin3 t, у = a cos3 ?, 0 ^ t ^ тг/2,
и вычислим по формуле F) длину дуги
от точки А, соответствующей t = 0, до

точки, соответствующей t = to G [0;тг/2]
(рис. 7.12):

= j\/x>2+y>2dt =
= За / sin t cos tdt = — sin2

J 2
0

Рис. 7.12

Длина s всей дуги АВ (to = тг/2) равна s = За/2. Из условия, что

длина дуги АС равна s/З, получаем sin2 to = 1/3, откуда

sin to = 1/л/З, cos to =

a 2 l~2

Зл/3'
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В силу симметрии астроиды относительно прямой у = ж окружность
с центром О и радиусом R = а/л/3 разделит дугу АВ на три равные
по длине дуги. А

Пример 8. Найти длину дуги пространственной кривой

--?-\ 0 ^ z ^ z0 < 2а.

А Возьмем за параметр t = ^Jzj2a, 0 ^ t ^ t0 = л/%о/2а < 1. Тогда

z = 2at2, x = 2at\/\-t2, у = aln(l - t2),
, о

1 - 2t2 , 2at гЛ.х = уп. — ?/ = 2: = 4at,

и по формуле E) находим

ж + V + z at = at = a In = a In
J l-t2 1 -to

Пример 9. Выразить длину эллипса х2/25 + у2/9 = 1 через эл-

эллиптическую функцию.
А Параметризуем дугу эллипса, лежащую в первом квадранте,

полагая

x = 5sint, у = 3cost, 0 ^ t ^ тг/2.
Длина si этой дуги равна

тг/2 тг/2

Sl = / д/ж72 + ?//2 dt = /
О тг/2 0тг/2/ /

= / л/25 — 16sin2 t (it = 5 Л/1 - — sin2 t(it =
У У V 25
о о

Длина всего эллипса равна 4si = 20ЕD/Б). А

ЗАДАЧИ

Найти площадь фигуры, ограниченной кривыми A-6).
1. 1) у = sinx, у = 0, 0 ^ ж ^ тг;
2) у = 1/ж, 2/ = 0, ж = а, ж = 6, а > 6 > 0;

3) ^/ = е~ж, ж = 0, 2/ = 0, ж = а;

4) 2/ = асп(ж/а), 2/= 0, ж = 0, ж = жо ;

5) у = ж2/2, у — 2 — Зж/2; 6) у — 2х — ж2, у — х\

7) у — х — тг/2, у = cosx, ж = 0;
S) у = sin ж, у = cosx, 0 ^ ж ^ тг/4;
9) 2/ = ж, 2/ = Gr/2)sinar, ж ^ 0;
10) ^/ = sin2-ra, ^/ = вттгу^ж, 0 ^ ж ^ 1/4;
11) 2/ = еж8тж, 2/= 0, ж = тг/4.
2. 1) ^/ = аж, У = а, ж = 0, а > 1;
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2) y = \logax\, y = 0, ж = 1/а, х = а, а>1;

3) у = а2/л/а2 - ж2, у = 2а, а > 0;

4) ^/ = sin2 ж, у = х sin ж, 0 ^ ж ^ тг;

5J/ = tgar, 2/ = B/3)со8ж, ж = 0;
6) у = —ж2, 2/ = ж2 — 2ж — 4;
7) у = 1пA + ж), ^/ = -же~ж, ж = 1;
8) ^/ = бж2 — 5ж + 1, ^/ = совтгж, 0 ^ ж ^ 1/2;
9) 2/ = 6/(ж + 5), 2/= И, х^-2;
10) у = sin3 ж + cos3 ж, у = 0, —тг/4 ^ ж ^ Зтг/4.

3. 1J/ = 2ж2, ?/ = ж3/3; 2)г/ = ж(ж-аJ, 2/= 0;
3) у

—

х — ж2, 2/ = жл/1 — ж;

4) у — sin2x, у — sin ж, тг/3 ^ ж ^ тг;

5) 2/ = ж2/2, ?/= 1/A +ж2);
6) ^/ = arctg д/ж, у + ж2 = 0, ж = 1;
7) 2/ = а3/(а2 + ж2), 2ау = ж2 ;

8) у = 10/(ж2 +4), ?/ = (ж2 + 5ж + 4)/(ж2 + 4);
9) у = (ж2 -2ж)еж, 2/ = 0, ж ^ 0;

Ю) ^/=
2

= x\

= a, a > 0.

4. 1) y = ax2ex, y = -x3ex; 2) ж2 + у2 = 8,

4) 2/ = е~ж| sinx|, 2/ = 0, тгп ^ ж ^ тг(п + 1), где п — заданное

целое число;

6) 2/ = 2 - 4ж2 + 4ж3 - ж4, у = 0, ж =
Ж1, ж =

ж2, где Ж1 и

Ж2
— точки максимума данной функции;

7) у = ха, у = х~а, х = а, а > 0, 0 < a < 1;

8)у = ха, у = х1'а, x^O, a>l;
v y

^-, 2/ = 0, ж = 0, ж = тг.

a2 cos2 ж + b2 sin2 ж
9) 2/ =

3) 2/ = л/^5 у = х-2, ж = 0;

5) 2/ = arcsinx, 2/ = агссовж, 2/ = 0;

7)i, = 2»-3 + l, у = 23"ж + 1, 'j/ = l>;^
8) у = Зж, у = (9/4)C"ж + 1) + 8/3, у = 9.

6. 1) 2/ = 1/(Зж), у = 0, 2/ = 1? ж = 0, ж = 1;
О\ „.

гг п, I /т 7/ 1П/Ч — Г Г > 1 *

Zi^ i/ — X, I/ — л. I Jb ^ у
—

-LUI О JL, X ^ ±,

3J/ = ж2, 2/ = ^2+^-l, 2/ = 5ж/2, у^х2;
4) 2/ = л/З^2, 2/ = л/4 — ж2 ;

5) ж2/4 + 2/2/9 = 1, 2/ = 9ж2/32, 2/ ^ 9ж2/32;
6) у = 4~ж, у —

— log4 ж, 2/ = 0, ж = 0;
7) 2/= жа, у = х~а, у = 0, х = а, а > 0, а 7^ 1, а>1;
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8) у = 1п(ж + 6), у = 31пж, ж = 0, у = О.

7. Найти площадь фигуры, ограниченной осью абсцисс, кри-
кривой у = (ж — IM + 1 и касательной к ней, параллельной прямой 10ж —

-2г/-5 = 0.

8. Найти площадь фигуры, ограниченной параболой у = ж2 — 2ж +

+ 3, касательной к ней в точке C;6) и осями координат.

9. Найти площадь фигуры, ограниченной данной параболой и каса-

касательными к ней, проведенными в точках с абсциссами х\ и ж2, если:

1) у = ж2 + 4ж + 9, х\ = -3, ж2 = 0;
2) у = 4ж-ж2 + 1, Ж1=0, ж2=3.

10. При каком значении & площадь фигуры, ограниченной парабо-
параболой у — х2 + рх + q и прямой у = кх + Ь, будет наименьшей (р, q, Ь —

— const, Ь^ q)T
11. Доказать, что площадь фигуры, ограниченной прямыми ж =

=
Ж1, ж = ж2, у

= 0 и дугой цепной линии у
= асп(ж/а), пропорцио-

пропорциональна длине этой дуги.

12. Найти площадь фигуры, ограниченной кривыми

а + у/а2 - у2 г^
ж = a In -

Va
-

2/ j
ж = 0, у = Уо, 0 <уо < а.

13. Пусть 2/(ж) = аж2 + 6ж + с > 0 при х\ ^ ж ^ ж2. Доказать, что

площадь фигуры, заданной неравенствами 0 ^ у ^ у(х), х\ ^ ж ^ ж2,
равна 2

S — - (ж2 —
6

v

где жо = [х\ +ж2)/2 (формула Симпсона).
14. Пусть Б — вершина параболы, АС — хорда этой параболы,

перпендикулярная ее оси и пересекающая ось в точке D. Доказать,
что площадь параболического сегмента ABC равна 2ah/S, где h =

= BD — высота, а = АС — основание сегмента.

15. К параболе в ее вершине А проведена касательная. Из точки В

параболы опущен перпендикуляр ВС на эту касательную.

Доказать, что площадь параболического прямоугольного треуголь-
треугольника ABC равна ab/З, где а = АС, Ъ = ВС.

16. Прямая касается параболы в точке А, вторая прямая, па-

параллельная оси параболы, пересекает первую прямую в точке В, а

параболу — в точке С. Доказать, что площадь треугольника ABC,
ограниченного дугой АС параболы и отрезками АВ и ВС, равна

\ АВ • ВС • sin LABC.
о

17. Две прямые, пересекающиеся в точке В, касаются параболы
в точках А и С. Доказать, что площадь треугольника ABC, огра-
ограниченного дугой АС параболы и отрезками АВ и ВС, рав-

равна \ АВ • ВС • sin LABC.
6
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18. Прямая касается параболы в точке А, хорда ВС параболы па-

параллельна этой прямой. Доказать, что площадь параболического сег-

сегмента, ограниченного хордой ВС и дугой ВАС параболы, равна 4/3
площади треугольника ABC (Архимед).

19. Найти площадь фигуры, ограниченной параболой у = ж2 и нор-

нормалью к ней, проведенной через точку параболы с абсциссой х = 1.

20. Найти наименьшую площадь фигуры, ограниченной парабо-
параболой у2 = 2рх и нормалью к ней.

Найти площадь фигуры, ограниченной кривыми B1,22).
21. 1) у2 = 2рж, х2 = 2ру;
2) у = х2/2, ?/ = (ж2-4ж + 16)/6;
3) х2+у2 = а2, у = х2/Bр), у^О;
4) у2 = 2рж, у2 = 2q(h - ж), где р, q, h > 0;
5) у2 = 2рж, (у - уоJ = 2q(x0 - ж), где р, q, у0 > 0, 2/0 < 2(р +

6) 2/л/ = ж2, 2д(з/ - 2/о) = (ж - ж0J, где g > р > 0, 2(q - р)у0 +
+ Ж2, > 0;

7) фс + у^ = 2, х = 2/2, 2/ = 0.

22. 1) B/-жJ =жа, ж = а2, а>0, а > 0;
2) B/-ж + 2J=%, ж = 0, 2/ = 0; 3) aV = ж2(а2 - х2);
4) aV = («2"^2K; 5) x4-ax3+aV=0;
6) ж4^/2 = а5(ж — а), ж = 2а;

7) у2 = sin2 ж cos ж, —тг/2 ^ ж ^ тг/2.

23. Найти площадь фигуры, ограниченной кривой

(у — агсвтжJ = ж
— ж2.

24. Функции у = /(ж) и у
= д(х) непрерывны на отрезке [а; 6],

д[а) = ^(Ь) = 0, д(х) > 0 на интервале (а; Ъ). Доказать, что площади

фигур, ограниченных соответственно кривыми у2 = д(х) и (у —

-/(ж)J =д{х), равны.

25. Найти площадь фигуры, ограниченной кривой:

1) ж = a cost, ^/ = frsint (эллипс)]
2 2

2) ж = — cos3 t, у = — sin3 t, с2 = a2 — б2 (эволюта эллипса)]
а о

3) х =

A +12J'
^ =

A-й2J
(Улитка)''

4) ж = г(ncost — cosnt), ^/ = r(nsint — sinnt), n — 1 G А/ (э7ш-

5) x = r(n cos t + cos nt), у = r(n sin t — sin nt), n — 1 G А/ (гипо-
(гипоциклоида);

6) ж = a(l - cost) cost, ^/ = a(l - cost) sint (кардиоида).
26. Найти площадь фигуры, ограниченной аркой циклоиды

х = a(t — sint), у = аA — cost), 0 ^ t ^ 2тг,
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и отрезком [0; 2тга] оси абсцисс.

27. Найти площадь фигуры, ограниченной дугой эвольвенты

окружности

х = a(cos t + t sin t), у = a(sin ? - t cos t), 0 ^ t ^ 2тг,

и отрезком с концами (a;0), (a;—2тга).
28. Найти площадь фигуры, ограниченной одной волной трохоиды

[укороченной циклоиды)
х = a(t - ks'mt), у = a(l - kcost), 0 < k < 1,

и касательной к этой кривой в ее точках с наименьшей ординатой.

29. Найти площадь фигуры, ограниченной петлей данной кривой:

l)x = at-t2, y = at2-t3, а>0;
2)x = t2-a2, y = t3-a2t, a > 0;
3) ж = 1 + t - t3, 2/ = 1 - Ш2 ;

, t(l-t2) 4t2 , 1 t(l -12)
4J ^

6) x = asin2t, ^/ = asint, a > 0;

7) x = af— t — sintj, 2/= a(l — cost), a > 0;

8) x = a(l + 2cost), ^/= a(tgt + 2sint), a>0 (конхоида Нико-

меда);
9)x = 4t-t3, ?/ = sinGrt/2), 0^t^2.
30. Найти площадь сектора ipi ^ ip ^ (/?2, ^2

—

^1 ^ 2тг, ограничен-
ограниченного кривой:

1) г = а(р/Bтг) (архимедова спираль);
2) г(р = а (гиперболическая спираль);
3) г = Rekip, к > 0 (логарифмическая спираль).
31. Найти площадь фигуры, ограниченной n-м витком архимедо-

архимедовой спирали

г = сир/Bтт), 2тг(п - 1) ^ у? ^ 2тгп, п G Л/,
и отрезком полярного луча.

32. Найти площадь фигуры, ограниченной отрезком полярного

луча и двумя витками спирали, соответствующими значениям по-

полярного угла ip G [2тгп; 2тг(п + 1)] и ip G [2тг(п + 1); 2тг(п + 2)]:
1)г=^-у?; 2)гср = а; 3))г = Де^, fc > 0.

Найти площадь фигуры, ограниченной кривыми, заданными в по-

полярных координатах C3-35):
33-1)r= fcos(y-7r/3)'

^ = 0' ^=f; 2)^

3) г = аA + cos(p) (кардиоида);
4) г = 6 + a cos ip, a^ b > 0 (улитка);
5) г = asm2(p (найти площадь одного лепестка);
6) г = acos3(^; 7) г = asin5(p; 8) г = asinn(p, n G А/;



§ 7. Вычисление площадей плоских фигур и длин кривых 135

9) г = , if = 0, ср = ifoj О ^ if ^ ifoj 0<е<1 (эллипс);

Ю) г = ——
, if = 0, <р = <ро, 0 ^ if ^ if0, е > 1

X "т" 6 COS <^9

> -1 (гипербола);

И) г =
/ > <Р = °> Ч> = т ^

д/1 + COS2 If
4

13) г = 2v/(parccos((^2 - 1), <р =

1
. ч Sin if 7Г

14) г = , у? = 0, у? = -.

/cos^ 6

34. 1) г = 2а cos if,r
= a —^— ,

с? = 0;
cos^ 9?

2) г = 2 — cos(p, г = cos(p;

3) г = л/Заят^, г = 2а sin2 ((^/2), г ^ 2а sin2 (if/2);
4) г = a|tg(^|, r = b/ cosif, 0 <b < а;

5) г = 2а^^^, г = 26/sin(p, 0 < Ъ < а.
sin (p

35. 1) г2 = 2а2 cos2ip (лемниската);
2) г2 = 2sin2if, г = 1, г ^ 1; 3) г2 = a2cos4(p;
.ч о 2

5) г2 = а2A - 2cos2if), г = а, г ^ а.

36. Найти площадь фигуры, ограниченной кривой, заданной в по-

полярных координатах параметрически:

1) г = ал/1 + t2, ip = t- arctgt, 0 ^ t ^ t0, <р(?0) ^ 2тг;
2) г = 1/Vl + t2, ip = t- arctgt, 0 ^ t ^ t0, <р(*о) ^ 2тг.

37. Найти площадь фигуры, ограниченной:

1) внешней петлей улитки \г - 1 cos if \ = 1;
2) ее внутренней петлей.

38. Выразить через эллиптические интегралы площадь овала Кас-

CUHU 4 о 2 2 о , 4 4
г — 2с г cos 2if + с = а

,

если:

1) а > с > 0; 2) с > а > 0.

39. Найти площадь фигуры, ограниченной осями координат и кри-

В0Й

y^Ja]+y^Jb=l (a>0, Ь>0).

40. На эллипсе х2/а2 + 2/2/fr2 = 1 дана точка (хо; уо), хо > 0, г/о > 0.

Найти площадь криволинейной трапеции, ограниченной дугой эллипса

с концами @; Ь) и (хо;уо), осями координат и прямой х = xq.

41. Найти площадь меньшего из сегментов, отсеченного от эл-

эллипса х2/а2 + у2/Ъ2 = 1 прямой х = Ла, 0 < Л < 1.
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42. Найти площадь сектора, ограниченного дугой эллипса

х2/а2+у2/Ъ2 = 1,

имеющей концы А@;Ь) и М(хо;уо), хо > О, уо > О, и отрезками ОА

и ОМ.

43. На гиперболе х2/а2 — у2/Ь2 = 1 дана точка (ж0; уо), х0 > О, у0 >

> 0. Найти площадь фигуры, ограниченной дугой гиперболы с конца-

концами в точках (а; 0) и (жо;2/оM осью абсцисс и прямой х = хо.

44. Найти площадь фигуры, ограниченной дугами гиперболы

х2/а2 - у2/Ъ2 = 1

и прямыми у
= Ь, у — —Ъ.

45. Найти площадь сектора, ограниченного дугой гиперболы

х2/а2 -у2/Ъ2 = 1

с концами в точках А(а;0), М(жо;^/оM ^о > 05 Уо > 0, и отрезка-

отрезками ОА и ОМ.

46. Через фокус линии L второго порядка проведена хорда, парал-
параллельная оси ординат. Найти площадь отсеченного сегмента (х ^ 0),
если:

1) L — парабола у2 = 2рх; 2) L — эллипс х2/2 + у2 = 1;
3) L — гипербола ж2/1б — у2/9 = 1.

47. Найти площадь эллипса

Ах2 +2Вху + Су2 = 1, А>0, ААОВ2.

48. Найти площадь фигуры, ограниченной кривыми:
1) {у — ЗаJ = 4аж, ху = а2 ;

2) ж2 + 4^/2 = 5а2, ху = а2, ж ^ 0;

3)^ + ^=1, ж2+2/2 = а6, ж2+2/2^а6, а>6;

4) ;п/ = Х1а + &]}•> х + у = 2(а + 1/а), а > 0;
(х + а/2J у2

_
Qc - а/2J у2

_

6)ж2-2/2=а2, (ж2-а2)У = а8, у = 0, х = За, ж ^ 0,

(x2-a2)V ^a8.
49. Круг х2 -\- у2 ^ 75 разделен гиперболой

х2/12-у2/100 = 1

на три части. Найти площадь средней части.

50. Найти отношение площадей фигур, на которые круг х2 + у2 ^
^ 2аж разделен:

1) параболой у2 = 2аж - а2; 2) гиперболой 4ж2 - Зу2 = а2.

51. Найти площадь криволинейного четырехугольника, ограничен-
ограниченного дугами эллипсов

ж2/а2 + у2/Ъ2 = 1 и х2/Ъ2 + у2/а2 = 1 (а > Ъ).
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52. Найти наименьшую площадь фигуры, ограниченной гипербо-
гиперболой ху = 3 и прямой, проходящей через точку A;4).

Найти площадь фигуры, ограниченной кривыми E3, 54).

53. 1) ж2 + у2 = 2ж, х2 + у2 = 6ж, л/32/ + ^ = О, 2/
- л/Зж = 0;

2) ж2 + у2 = 16, ж2 + у2 = 42/, л/32/ ~ х = 4л/3, 2/ + V3x = 4;

3) ж2 + у2 = 9, ж2 + у2 = 2л/3ж, л/32/ + ж = 0, л/% - ж = 0, ж > 0,
22

2/ О;
4) ж2 + ^2 = б, ж2 + ^2 = 2ж + 2г/ (ж2 + у2 > 6).

54. 1) ж4+?/4 = а2(ж2+?/2); 2) (ж2 + у2J =2а2ху;
3) (ж2 + у2J = а2ж2 + 6V ; 4) ж4 + уА = аж2?/;
5) (ж2+2/2J = 2а2(ж2-2/2), х2+у2 = а2 (х2+у2^а2).
55. Найти площадь фигуры, ограниченной петлей:

1) листа Декарта ж3 + у3 = Заху;
2) конхоиды (ж - аJ(ж2 + ^/2) = 4а2ж2.

56. Задать параметрически дугу гиперболы ж2 — у2 = 1 (ж ^ 0, 2/ ^

^ 0), приняв за параметр площадь криволинейного треугольни-
треугольника ОAM, где AM —

дуга гиперболы, АA;0), М(х;у), ОА и

ОМ — отрезки, О — начало координат.

57. Внутри окружности радиуса R находится точка А на рас-

расстоянии а от центра. Кривая образована основаниями перпендику-

перпендикуляров, опущенных из точки А на касательные к окружности. Найти

площадь фигуры, ограниченной этой кривой.

58. Найти кривую г = г((р), для которой площадь S сектора, огра-

ограниченного этой кривой и полярными лучами ср = 0 и ср = а, вычис-

вычисляется для любого a G (О;тг) по формуле:

1) S = агп(а), п > 2; 2) S = /сг2(о0 - 5О (& > 0, 5О > 0).
59. Функция у = /(ж) определена, непрерывна и положительна при

ж > 0. Пусть S(c) — площадь фигуры, ограниченной осями координат,

прямой ж = с и графиком функции 2/ = f(x). Найти /, если S(c) =

= acf(c) для любого с > 0 @ < а ^ 1).

60. Пусть р > 1, 1/р+ 1/# = 1. Доказать, используя свойства пло-

площадей, что для любых а > 0, 6 > 0 верно неравенство

причем равенство имеет место только при Ъ = ар~1.

61. Найти длину дуги кривой:

1J/ = 2ж3/2, О^ж^П; 2) ж = B/3) у/(у - IK, 0 ^ ж ^ 2л/3;
3) 2/ = л/2ж-ж2 - 1, 1/4^ ж ^1;

4) 2/ = -^2/3 - 1, 0 ^ ж ^ 5л/5; 5) ж2 = 5?/3, ж2 + у2 ^ 6;

6) у2= 1^(х-\
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П)У=|(
62. При каких рациональных числах а (ск^О) длина дуги кривой

у = аха, 0 < жо ^ х ^ ?, является элементарной функцией ?Г
Указание. Воспользоваться теоремой Чебышева об интегри-

интегрируемости дифференциального бинома.

63. Найти длину дуги кривой:

1) у = спж, 0 ^ х ^ а; 2) у = sh2x, |ж| ^ а;

3) ?/ = 1п(ж - л/ж2 - 1), 1 < а ^ х ^ 6;

4) у = lnth (ж/2), 0 < а ^ ж ^ Ъ.

64. Пусть М(х;у) (ж /0)
— точка цепной линии у

= ach(x/a),
/ — касательная к этой линии в точке М, Mi — проекция М на

ось абсцисс, N
—

проекция Mi на I. Доказать, что длина дуги AM

цепной линии, где А@;а) — ее вершина, равна |MiV|.
65. Найти длину дуги кривой:

1)у = х2/4, (К ж ^2; 2) у = 4-х2/2, у > 0;
3)у2 = 8х, -4 О ^4; 4) у = 4у/х=2, 2 ^ ж ^ 3.

66. Найти длину дуги параболы у2 = 2рж между ее точками @;0)
и (хо;уо).

67. Доказать, что при качении (без скольжения) параболы ж2 =

= 4ау по оси Ох ее фокус движется по цепной линии у = ach(x/a).
68. Доказать, что если цепная линия катится без скольжения

по прямой, то центр кривизны точки касания движется по параболе.

Найти длину дуги кривой F9, 70).
69. = х2/2-\пх/4,

5) у = 2лЛ + еж/2, In9

6) у = In sin ж, тг/3 ^ ж

8) у = arcsin еж,
- In 7

9) 2/ = A/3)жл/ж+~3, 1

Ю) 2/ =
2

70. 1) у = у л/2 - ж2,

1^ж^3; 2)у = 1пх,
4) у = 1п(ж2 - 1), 2^
ж ^ In64;

2тг/3; 7) ж = In cos у,

^/ ^ - In 2;

6;

11) 2/ =

0 ^ у ^ тг/3;

, 0 ^ ж ^ тг/2.

1;

2) ^ = жл/ж/A-ж),
3) ^/ = л/1 - ж2 + arcsin ж, ^ ж ^ 9/16;

4) ж = 2arctg л/A - у)/A + у) - л/1 - у2, \у\ ^ а < 1;

5) ^/ = л/ж — х2 — arccos л/1 — ж, 11/36 ^ ж ^ 15/16;
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9) ?/ = л/ж2 - 32 + 81п(ж + л/ж2 - 32),
71. Длина дуги графика непрерывно дифференцируемой функции

у
—

/(ж) от точки А@;а) до точки M(x;f(x)) пропорциональна с

коэффициентом к угловому коэффициенту касательной к графику в

точке М. Найти функцию /.

72. Найти длину дуги кривой:

1) х = a cos3 ?, у = a sin3 ?, 0 ^ ? ^ 2тг;

2) ж = (с2/a) cos3 t, ?/ = (с2/6) sin3 t, 0 ^ t ^ 2тг, с2 = а2 - б2 (эво-
(эволюта эллипса);

3) ж = а(? — sint), у = аA — cost), 0 ^ t ^ 2тг (циклоида);
4) ж = a(cos(p + (^sin(^), ^/= a(sin(^ — (^cos(^), 0 ^ <р ^ (^о (эволь-

(эвольвента круга);
5) ж = ch3t, 2/ = sh3t, O^t^t0;
6) х = aeaip cos cp, у

= aea(/? sin (p, 0 ^ (^ ^ (po;

7) ж = —^=^ cos(a In t), ^/ = —^=^ sin(a In t), t\ ^ t ^ ^2 ;
V a2 + 1 Va2 + 1

8) ж = ?- A/2) sh 2*, у = 2ch?, 0 ^ t ^ t0;

9) ж = a(cost + lntg (t/2)), y = asmt, 0 < to ^ t ^ тг/2 (трактриса);

10) ж = ?2cos?, 2/ = ?2sin?, 0 ^ t ^ 1;

11) x = l-cos2t, ?/ = sint- (l/3)sin3t, 0 ^ t ^тг/2;
12) ж = sin3 t, 2/ = cos 2t, 0 ^ t ^ тг/2.
73. Пусть функция f(t) трижды непрерывно дифференцируема

на (а;Ъ). Найти длину дуги кривой

х = /" (t) cos t + / (t) sin t, у = /' (?) cos ? - /" (t) sin t,

a < ti ^ t ^ t2 < b.

74. Найти длину дуги кривой:

1) x = (t2 -2)sin? + 2?cos?, ^/ = (t2 - 2) cost - 2tsint, O^t^Tr;

2) ж = r((a + 1) cost - cos(a + l)t), у = r((a + 1) sin t -

— sin(a + l)t), 0 ^ t ^ to ^ 2тг/а, г > 0 (эпициклоида);
3) x = r((a - 1) cost + cos(a - l)t), у = r((a - 1) sin t -

— sin(a — l)t), 0 ^ t ^ to ^ 2тг/а, a > 1, r > 0 (гипоциклоида);
4) ж = aB cos 2t cos t + sin 2t sin t),

у = a(sin 2t cos t - 2 cos 2t sin t), 0 ^ t ^ тг;

5) ж = r(a cos 6t - b cos at), 2/ = r(a sin 6t + b sin at),
0 ^ t ^ 2тг/(а + 6), a>0, b > 0, r > 0.
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75. Пусть функции f(t) и g(t) дважды непрерывно дифференци-
дифференцируемы на (а;Ъ). Доказать, что длины дуг кривых

и
x = f(t)-gf(t), y = f(t)+g(t)

ж = /' (t) sin t - g' (t) cos t, у = f (t) cos t + g' (t) sin t,

соответствующие отрезку [ti;t2] G (a; 6), равны.

Найти длину дуги кривой G6, 77).
76. 1) х = 8at3, у = 3aBt2 - t4), О 0;

2) x = 6-3t2, 2/ = 4t3, ж^О.

77. 1) ж = sin4 t, ?/ = cos2 t, 0 ^ t ^ тг/2;

3) x = a cos5 t, 2/ = a sin5 t, 0 ^ t ^ 2тг;

4) x = a cos3 t, ^/ = 6 sin3 t, 0 ^ t ^ t0 ^ тг/2, афЬ;
5) ж = a(sht-t), ?/ = a(cht-l), 0 ^ ?/^ 7a, ж ^ 0.

78. Найти длину петли кривой:

l)x = t2, ?/ = t(l/3-t2); 2) ж = 2*3A-*2), 2/ = л/Ш4;
3) ж = a(t2 - 1), ?/ = Bа/л/3)^3 - t/4).
79. Найти длину кривой:

t t

1) х = cos ip2 dip, у = / sin у?2 dy?, 0 ^ t ^ to (клотоида);
о о

оЧ /" sin ю , f cos ю ,

-,/,/,

z) ж = / ay?, У = ay?, 1 ^ t ^ to-
J {П J Ш

1 1

80. Найти прямую у = const, которая делит арку циклоиды

х = a(t - sint), ^/ = a(l - cost), 0 ^ t ^ 2тг,

на три дуги равной длины.

81. Материальная точка под действием силы тяжести движется по

циклоиде

ж = a(y? + sin у?), у = аA - cosy?), |у?| ^ тг

(начальная скорость равна нулю, трение отсутствует). Доказать,
что период колебаний точки не зависит от ее начального положения.

Найти этот период.

82. Найти длину дуги кривой:

1) г = a sin у?;

2) г = aekip, y?i ^ у? ^ у?2 (логарифмическая спираль);
3) г = аA — cosy?) (кардиоида); 4) г = 2A + cosy?), r^l;
5) г = аA — sin у?), —тг/2 ^ у? ^

—тг/б;
6) г = ath (у?/2), 0 ^ у? ^ у?0.
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83. Доказать, что длины дуг последовательных витков логарифми-
логарифмической спирали k(fi , v

г = ае ^, 2тгп ^ <р ^ 2тг(п + 1),

образуют геометрическую прогрессию, и найти ее знаменатель.

84. Пусть s(a) — длина дуги логарифмической спирали

r = aekip, k>0, а^ср^О.

Найти lim s(a).
а—> — оо

85. Найти длину кривой:

1) г = a cos3 0/3); 2) г = a sin4 0/4); 3) a cos5 0/5).

86. Найти длину кривой г = asinn((^/n), n e N, если:

1) п
— четное число; 2) п

— нечетное число.

87. Найти длину кривой г =
. 2Р , ? ^ у? ^ -^ .

siir(<?/2) 2 2/
88. Найти длину петли кривой:
1) г = a/ sin2 0/3); 2) г = a/ cos4 0/4).
89. Найти длину дуги кривой:

l)r = a<p, O^cp^ipo; 2) г = сир2, 0 ^ <р ^ 4;

3)r = a(^4, 0^(р^З; 4) г = а(р3, 0 ^ у? ^ 4.

90. Пусть r(t) и (^(t), a < t < b, — непрерывно дифференцируе-
дифференцируемые функции. Доказать, что длина дуги кривой г = r(?), ip = (p(t),
a<to^t^ti<b ((r;cp) — полярные координаты точки), вычисля-

вычисляется по формуле ц

s = Г y/r2cp'2 +r/2dt.

to

91. Найти длину дуги кривой:

l)r = l + cos?, <p = t-tg(t/2), 0 ^ t ^ t0 < тг;

2) ^ = (r + l/r)/2, l^r^r0;

3) ср = д/г2 — а2/а — arccos(a/r), а < т\ ^ г ^ Г2 ;

.ч г2 + аб
/ / 7

4) (^ = arccos —

,
a ^r ^b.

92. Найти кривую, у которой длина дуги от точки Mq до про-

произвольной точки М на кривой пропорциональна разности |0М|
—

— |ОМо|, О — данная точка плоскости.

93. Доказать, что при качении без скольжения кардиоиды

г = аA — sin у?)
по циклоиде

х = a(t — sint), у = аA — cost)

острие кардиоиды движется по прямой.

94. Найти длину кривой:

1) (у — arcsinxJ = 1 — х2 ; 2) у/х + у/у = v^5
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3) (ж/аJ/3 + (у/ЪJ/3 = 1.

95. Найти длину одной петли кривой 16а2?/2 = ж2Bа2 - ж2).
96. Найти длину дуги кривой ж2//3 — у2!3 = а2//3, лежащей внутри

параболы 27ах = Юл/lOy2.
97. Найти длину дуги кривой (ж/аJ/3 - (у/bJ/3 = 1 от точ-

точки (а;0) до ее точки (хо;уо).
98. Выразить через эллиптические интегралы длину дуги кривой:

1) у = asinux, 0 ^ х ^ ж0 ^ тг/Bсс?);
2) х = at — frsint, у = а

— Ъcost, a>0, 6 > О, 0 ^ to ^ t ^ тг;

3) г2 = 2а2 cos2y?, 0 ^ у? ^ у?о < тг/4 [лемниската)]
4) ж2/а2 + ?/2/&2 = 1, 0 ^ х ^ х0 ^ а, ?/ ^ О, а > 6;
5) ж2/а2 - 2/2/62 = 1, 0^2/^2/о, ж > 0.

99. Найти длину кривой:

1) ж2/а2+?/2/62 = 1; 2) г2 =2a2cos2(p;
3) г = acos(p + Ъ {улитка)] 4) г = asinn^, n G A/, n > 1.

100. Доказать, что длина эллипса ж2/а2 +у2/Ь2 = 1, а > Ь, равна

длине синусоиды у = л/а2 — б2 sin(x/b), 0 ^ ж ^ 2тг6.

101. Доказать, что длина арки кривой

x = a?-6sin?, у = a
- 6cost, 0 ^ t ^ 2тг, a > 0, 6 > 0,

равна длине эллипса с полуосями a + Ъ и |а — Ь|.
102. Доказать, что длина s эллипса с полуосями а и Ъ удовлетво-

удовлетворяет неравенствам .

тг(а + Ъ) < s < /
103. Найти натуральную параметризацию кривой:

1) х2 + у2 = а2 ; 2) ?/ = a ch (ж/a);
3) ж = a(cost + tsint), у — a(sint -tcost); 4) r = roe^ ;

5) x = r((p — sincp), у = r(l — cosy?), 0 ^ cp ^ 2тг;

6) у2 = (8/27)ж3, у ^ 0.

104. Составить натуральное уравнение кривой:

1) у = ach (ж/a); 2) г = гое^ ;

3) ж = a(cost + tsint), у — a(sint - tcost);
4) ж = a cos y? + a In tg (y?/2), у = a sin y?, 0 ^ у? ^ тг;

5) x = a(t - sint), ?/ = a(l - cost), 0 ^ t ^ 2тг;

6) ж = гC cos у?
— cos Зу?), ?/ = гC sin у?

— sin Зу?), 0 ^ у? ^ тг;

7) ж = гCcosy? + cos3(p), ^/ = rCsiny? - sin3y?), 0^у?^тг/2;

8) r = a(l — cos cp); 9) ж = / cos if2 dtp, у = / sin y?2 a'y?.
о о

105. Дуга логарифмической спирали катится без скольжения по

прямой. Доказать, что центр кривизны точки касания движется по

прямой.
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106. Циклоида катится без скольжения по прямой. Доказать, что

центр кривизны точки касания движется по окружности.

107. По данному натуральному уравнению задать кривую в декар-

декартовых или полярных координатах:

1)й = а; 2)R = s; 3)R = s2 + l; 4) s = R2;
5) R2 + (s-lJ = 1; 6) R2 + 0-1J = 4; 7) 9R2 + s2 = 1;

8) R = Ve2s - 1; 9) R = e~s.

Найти длину дуги пространственной кривой A08-110).
108. 1) ж = a cost, ^/ = а sint, z = bt, 0 ^ t ^ to;

2) ж = a efe(/? cos (p, у
= a ekip sin (p, z = b ekip, zi ^ 2: ^ 2:2 ;

3) x = at, ^/ = ад/t sin t, 2 = ал/tcost, 0 < ti ^ t ^ t2;

4) x = a(l + cost), ^/= a(t - sin t), 2 = 4asin(t/2), 0 ^ t ^ t0 ;

5) x — a(t - sint), у = a(l - cost), 2: = 4acos(t/2), 0 ^ t ^ 2тг;

6) x = acht, у = bsht, z — at, 0 ^ t ^ t0;

7) ж = e*, 2/ = e"*, 2: = л/^t, 0 ^ t ^ t0;

8) ж = cos3 t, у = sin3 t, z = cos 2t, 0 ^ t ^ 2тг;

9) ж = a sin2 (p, у = a sin <p cos (p, 2: = a In cos <p, |(^| ^ (^o < тг/2.
109. 1) ж = 2t, 2/ = lnt, 2: = t2, 0 < ti ^ t ^ t2;

2) ж = 3t - t3, у = 3t2, 2: = 3t + t3, 0 ^ t ^ t0;

3) ж = at, 2/ = abt2, z = B/3)a62t3, 0 ^ t ^ t0.

110. 1) ж = acost, ^/ = asint, 2: = fre^, 0 ^ t ^ ln(a/6), a > b;
2) ж = at cost, ^/ = at sint, 2: = at2/2, 0 ^ t ^ t0;

3) x = at cost, ^/ = at sint, z = bt, 0 ^ t ^ to-

111. Найти длину кривой Вивиани

2^ ^/ = i? sint cost, z = Rcost.

112. Найти длину дуги пространственной кривой:

1) ж3 = За22/, 2ж? = а2, а/3 ^ у ^ 9а;
2) ж2 = Зу, 2ху = 9z, 0^y ^ 27;
3) ж2 = 9?/, 16ху = 9z2, |z| ^ 12;
4) ж2 + у2 = а;г:, ж sinB:/a) — у cos{z/a) =0, 0 ^ 2: ^ 2:0;

5) ж2 +у2 = z2, жсо8(л/22:) + 2/sin(v^^) =0, |z| ^ 1;
6) 4аж = (у + ^J, 4ж2 + З^/2 = 3z2, 0 ^ ж ^ ж0, ^ ^ 0;

7) (^/
- 2:J = За(у + z), 9ж2 + 8^/2 = 82:2, 0 ^ ж ^ ж0;

оч .у аЛа + хСЛ тта
8) ж = a sin -, z= - In

, 0 ^у ^у0 < — ;

9) ж2 + 2/2 + 2:2 = а2, ж sin arch —

2/ cos arch = 0,
V^2 + у2 ух2 + ?/2

0 ^ z ^ 2:0, где archie (u ^ 1) — функция, обратная к функции cht,
t ^ 0.

113. Найти натуральную параметризацию винтовой линии

х = acost, ^/ = asint, z — bt.
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114. Найти зависимости кривизны к и кручения к от длины дуги

{натуральные уравнения) для кривой:

1) х = a cost, у = asint, z = bt;

2) х = ach?, ?/ = a sh ?, z = at; 3) ж = e*, 2/ = e-t, z

4) x = at, ^/ = л/2&1п?, 2 = a/t.

ОТВЕТЫ

1. 1) 2; 2) ln(a/b); 3) l-e-a; 4) a2sh(x0/a); 5) 125/12; 6) 1/6;
7) 1 + тг2/8; 8) л/2-l; 9) тг/2-тг2/8; 10) D - тг)/Bтг2); 11) 1/2.
2. 1) a+i^; 2) ^l_(i^l)!; з) 2а2(л/3-^); 4) ^;7

In a
' J

a a\na
' J V 3/

' 7
2

'

5) J +ln(^); 6) 9; 7) \n4-2e~1; 8) - - ±; 9) 61n2-2,5;
О \ Z / 7Г О

10) |v^.
3. 1) 36; 2) a4/12; 3) 0,1; 4) 9/4; 5) тг/2-1/3; б) тг/2-2/3;

7) (Зтг-2)а2/б; 8) 5(arctg(l/2) + arctg3) + A5/2) In 2 - 7; 9) 4;

10) 1-е-а2A + а2).
4.1) 18e-2-2; 2) 2тг + 4/3; З) тг/б; 4) 0,5A + e-^e"™;

5) y+2^; 6) -; 7) r_? +
_I

+ _I; 8) ^^5
9) тгуаЬ.

5.1) 1/12; 2) 32л/б/3; 3) 16/3; 4) тг/2-1/3; 5) л/2-1;
6) 2/7Г-1/2; 7) A-In 2)/In 2; 8) D5 In3 - 24)/In9.
6.1) (l + ln3)/3; 2) 20/9 - In 3; 3) 37/48; 4) Bтг + л/3)/3;
5) б7г-багс8т(л/8/3)-4л/2/9; 6) log4e-l/4;

7) -J^- + ^-^; 8) 121n2-61n3 + l.

7. 8/5. 8. 9/2. 9. 1) 9/4; 2) 9/4. 10. к = p.

19. 125/48. 20. 16p2/3.

21. 1) ^ ; 2) 12; 3) a2 arcsin — + ^ ; 4) -I
о a bp о

±.ПШ~(Г. 1$—Y/2: to ±
. ПШ1U + ^—Y'2 :

, 4 / 2pq I yt \*/\ , 4 / 2pq I
_u

.1) -L-a^; 2) I; 3) 44; 4) ^! ; 5) ^;
7)i-

г

(t-2)t; 7) -.
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23. тг/4.
25. 1) ттаЬ; 2) Зтг(а2 - Ь2J/(8аЬ); 3) Зтга2/8; 4) тгг2п(п +
5) тгг2п(п-1); 6) Зтга2/2.
26. Зтга2. 27. а2Dтг3 + Зтг)/3. 28. тта2к(к + 2).
29. 1) а5/б0; 2) 8а5/15; 3) 8; 4) 1/3; 5) D-тг)/4; 6) 4а2/3;

30.1) ^
31. (n3 - (n - 1K)тга2/3.

32. 1) 2тгпа2; 2)

; 9) f
-ri); 2) ?(i--J-); 3) g(e2^z V y? if / 4/e

; 3)
R2e2Лтткп ( Лттк

-IJ
4k

33. 1) 2л/3а2/3; 2) тга2/4; 3) Зтга2/2; 4) тг(а2 + 262)/2; 5)
6) тга2/2; 7) тга2/4; 8) тга2/4;

е + cosifo ел/1 — е2 sin (fo \
<

тга2/8;

10)

2A - е2K/2 \

2

2(е2 - IK/2

arccos

In
е + cos (fo

— л/е2 — 1 sin (ро ел/е2 — 1 sin <^o

1 + e cos 9?o 1 + е cos <?o

11) ^= arctg -J= ; 12) 8л/13(тг + Зтг3);

34. 1) а2(Зтг + 4)/12; 2) 17тг/4; 3) За2л/3/4;
4) а2 arcsinF/a) - 6л/а2 - Ь2 ;

5) 6a2arctg а - Ь) - 2B6 + 30)^6@ - Ь).
35. 1) 2а2; 2) (Зл/3 - тг)/3; 3) а2; 4) а2Bтг + Зл/3)/12;
5) а2Bтг + 3л/3-6)/3.
36. 1) а2г3л/б; 2) ^ (arctgt0 - -^-Л.
37.1) Dтг + Зл/3)/2; 2) Bтг - Зл/3)/2.
38.1) 2а2Е(А:), к = с2/а2; 2) 2с2(Е(А:) - A - Jb2)K(Jb)), k = a2/c2.
39. |аЬ|/6. 40.

аЪ Хо

а

41. a6(arccosA - Ал/1 - А2). 42. — arcsin — .

43. ^^(^ ^)
44. 1)). 45. ^ln(^ + ^).
46.1) р3/3; 2) (тг - 2)/2л/2; 3) 45/4- 12 In2. 47. 2тг/\/АС - Б2.

48. 1) а2 (In 4 - 3/4); 2) а2 ( ^ arcsin | - In 2^); 3) 2ab arcsin ^—| ;
V 4 5 / а + о

4) ; 5)
2а2

49. 25тг + 40л/31п2.

а6A2-3л/3-2тг) лЛ 2
/ 3—^ J-• 6) а2 (— -
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50. 1)
Зтг-4 л/3(тг - 2) + 1пB + л/3)
Зтг + 4

' ;

^(тг + 2) - 1пB + л/3)
'

51. 2ab\7r - arcsin —^—— ) = 4afrarctg -

. 52. 4 - 31пЗ.
V а2 + b2 ) a

53. 1) 4(тг + л/3); 2N(тг + л/3); 3) Gтг - 5\/3)/4; 4) (Зл/3-тг)/3.
54. 1) тгл/2а2; 2) а2; 3) тг(а2+62)/2; 4) тга2/8л/2;
5) а2C\/3-тг)/3.
55. 1) За2/2; 2) а2(\/3 + 4тг/3 - 41пB + \/3)).
56. х = ch2s, ?/ = sh 2s. 57. тгBЯ2 + а2)/2.

59. у = сж<1~а)/а, О 0.

61. 1) 74; 2) 14/3; 3) arcsinC/4); 4) 335/27; 5) 134/27;
6) (Зл/3-1); 7) 232/15; 8) 25/3; 9) у/3B -

10) -
sgna r2~a) ; 11) 10,8.
(а - 2)

62. а = (п + l)/n, n e Z, п/0, -1.

63. 1) sha; 2) sh2a; 3) л/W^l - л/о^Л; 4) ln((shb)/sha).
65. 1) л/2 + ln(\/2 + 1); 2) б\/2 + lnC + 2л/2);
3) 4\/2 + 41n(\/^+l); 4) \/5 + 41п((\/5 -

4) 3 + 1п2; 5) 2A +In 1,5); 6) 1пЗ; 7) 1пB + л/3); 8) 1пB + л/3);
9) 25/3; 10) 21пЗ-1; 11) 21пA + \/2).
70.1) (тг + 1)/4; 2) B + л/31пB + \/3))/2; 3) 1/\/2;
4) 2л/2(л/ГТ^ - л/Г^); 5) 7/6; 6) 2(еж°/2-1);
7) 2aln(a/(a-x0))-ж0; 8) aln(a/x0); 9) \/2E + 41п2).
71. /(ж) =a-k + kch(x/k).
72. 1) 6a; 2) 4(a3 -Ъ3)/аЪ; 3) 8a; 4) a(^/2; 5) ((ch2toK/2 - l)/2;

8) sh2to; 9) —a In sin to;6)

10)

73.

; 11) -B\/2- 1); 12) —.

)+f(t)\dt.

pwл i\ ^ r»\ n ^ + 1 • 2 c^to o4 n a
— 1 .o c^to .x ^

74. 1) —-

; 2) 8r sin ——

; 3) 8r sin ——

; 4) 6a;
о a 4 a 4

5) ^.
76."l) 48a; 2) 26.
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0 0 О О Q /о Q

<л\ ел (г 5 ,
/о /77ч\ .ч (a cos to+ 6 sin to) '

—а

3) 2а( 5 Н т= 1пB + л/3) I ; 4) — ——

;

5) 10-л/21п(л/2 + 1).
78. 1) 4/Зл/З; 2) 8; 3) а/л/3. 79. 1) t0; 2) lnt0. 80. у = Ш/9.
81. 4тгл/а/д.
82.1) тга; 2) ад/l + 1/к2 (е^2 -е^1); 3) 8а; 4) 8B - л/3);
5) 2а; 6) а(у?0 + th (у?0/2)).
83. e2fe7r. 84. ал/Г+~Р//с. 85. 1) Зтга/2; 2) 1ба/3; 3) 15тга/8.

. 88.1) 12л/3а; 2) аGл/2 + 31п(л/2 + 1)).
In (ip0 + д/l +V§))/2; 2) 8аEл/5 -
81

87.

89.1) a(tpoy/
Q.

1423а
ЛЛ

а (
3) ^^; 4) 2С205- x; 42oJ
91.1) t0; 2) (r2-l + 21nro)/4; 3) (г|-г?)/2а; 4) тг(Ь - а)/2.
92. г = сеа(/?, с > 0.

94.1)8; 2) а; 3) 4(а + Ъ) -^1п(л/2 + 1)+а; 3) 4(а + Ъ)
V 2 а + 6

96. 7а. 97. ^j (((а2ЖоJ/3 + F2у0J/3K/2 - а3).
а + 6 ^/тг

—

95. тга.

98.1) -

3) a

4) aE(ip, e), e = л/^2 — = arcsin(xo/a)
г\ Ь j-.f 1\ ^f 1\Жо.
5) —г[(р,-)—сЬ[(р,-]-\ sin if, с =

с V е / \ е / а

— уЪ2 Ч- 2/о ? ^ = arcsin — —

.

о Ь\/х2е2 — а2

99. 1) 4а#(^,е) = 4аЕ(е), е= У^-ER •

2)

4) 2па?(тг/2, л/п2 - 1/п) = 2паЕ(л/п2 - 1/п).
103. 1) ж = acos(s/a), 2/ = asin(s/a);
2) ж = aln((s + л/*2+а2)/а), 2/ = л/^2 + а2 ;

3) ж = a(cos t -\-t sin t), у = a(sin t — t cos t), t = л/2в/а;
4) ж = (го + 5 cos a) cos t, 2/ = (r0 + s cos a) sin t,

t = — In A 4 cos a), a = arcctg &;
/c V ro /
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6) х = \ ((* + IJ/3 - 1), у = ((s + IJ/3 - IK/2.
104. 1) R = (s2 + a2)/a; 2) R = ks; 3) R2 = 2as;

4) R2 = a2(e2s/a - 1); 5) R2 + (s - 4aJ = 4a2 ;

6) 4R2 + (s - 6rJ = 36r2 ; 7) Я2 + 4(s - 3rJ = 36r2 ;

8) 9R2 + (s - 4aJ = 16a2 ; 9) 2i?s = 1.

107. 1) x2 + 2/2 = a2 ; 2) r = е^/л/2; 3) у = chx;

4) ж = -(cost + tsint), ^/=
- (sint - tcost);

5) ж = - (t - sin t), ^/ =
- A - cos t); 6) ж = - cos3 t, у = - sin3

4 4 о о

7) r
—

4

= cos t + In tg
-

, ^/ = sin t;

t t

^ч /" cos a , f sin a 7

9) x = / aa, у — \ ш.

j ol J a

108.

3) (a/3)(v/i^C + 2i2)-лДГC + 2^)); 4) 2at0; 5) 8\/2a;
6) \/a2 + 62shio; 7) 2sht0; 8) 10; 9)

109. 1) t\ - t\ + In | ; 2) л/2C?0 + t§); 3) a

110. 1) ал/2 -

т =

111.

o + ln Mo + \/l +

=4л/2ДЕA/л/2)./ /
112. 1) 9a; 2) 126; 3) 36; 4) i \pfBzo + 3a);

o\ • 2/o ,
a i 1 + sm(yo/a) , пч

nz

8) asm — + - In
. ; ,

; = ж0 + z0; 9) тгл/2а.
a 4 1 - sm(yo/a)

113. ж = acos(s/\/a2 + 62), 2/ = a sin(s/л/а2 + 62), 2::

114. 1) fe = a/(a2 + fr2), x = 6/(a2 + b2); 2) fe = x = a/Ba2 + s2)
3) jfe = -x = л/2/D + s2); 4) jb = к = ал/2/Da2 + s2).
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§ 8. Вычисление объемов тел и площадей поверхностей

СПРАВОЧНЫЕ СВЕДЕНИЯ

1. Вычисление объемов тел. Пусть функция у = у(х) непре-

непрерывна и неотрицательна на отрезке [а; Ь].
Объем V тела, образованного вращением

'

вокруг оси Ох фигуры Ф (рис. 8.1), огра- ^>77/А7?>^ у=у(х)

ничейной графиком функции у(х), отрез-
отрезками прямых х — а и х — Ъ и отрезком

оси Ох, равен

V = тг / у2(х) dx. A)

Рис. 8.1

Если функция у = у{х) задана парамет-

параметрически уравнениями х = x(t), у = y(t),
t G [a; /3], где функция x(t) имеет непрерывную неотрицательную про-

производную на [а;/3] и х(а) = а, х(/3) = b, a функция y(t) непрерывна и

неотрицательна на [а;/3], то объем V тела, образованного вращением

фигуры Ф (рис. 8.1) вокруг оси Ох, равен

V = 7Г jy2{t)X'{t)dt. B)

Если функция x(t) убывает и х(а) = Ь, х(/3) = а, то при тех же

прочих условиях

V=-irfy2(t)x'(t)dt. B')

Пусть функции у = у1{х) и у
=

у2 (х) непрерывны на отрезке [а; Ь]
и 2/2 (х) ^ у\ [х) ^ 0, х G [а; Ь]. Объем V тела, образованного враще-
вращением вокруг оси Ох фигуры Ф (рис. 8.2), ограниченной графиками

л

Рис. 8.2
Рис- 8'3 Рис. 8.4

функций у\(ж), ?/2(х) и отрезками прямых х = а и х = Ъ, равен
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Ъ

V = nf{y22(x)-y21(x))dx. C)
а

Для тел, образованных вращением фигуры Ф (рис. 8.3 и рис. 8.4)
вокруг оси Оу, при аналогичных предположениях относитель-

относительно данных функции верны соответственно следующие формулы

для объемов:
d

V = тгJx2 (у) dy, D)
с

Р

t)dt, E)

d

V = тгf{x2(у) -xl(y))dy. F)
с

Пусть тело расположено в пространстве Oxyz между плоскостя-

плоскостями z = zo и z = zo + Н. Пусть каждое сечение тела плоскостью, пер-

перпендикулярной оси Oz, имеет площадь S(z), где S(z) — интегрируе-
интегрируемая на [zo;zo + Н] функция. Если это тело имеет объем, то он равен

zo+H

V= I S(z)dz. G)

Аналогичные формулы имеют место, если вместо оси Oz взять

ось Ох или Оу.
2. Вычисление площадей поверхностей. Пусть у = у(х) —

непрерывно дифференцируемая на отрезке [а; Ь] функция. Пло-

Площадь S поверхности, образованной при вращении графика этой функ-

функции вокруг оси Ох, равна
ъ

yV{x)dx. (8)

Пусть в полуплоскости у ^ 0 параметрически задана кривая урав-

уравнениями

x = x(t), y = y(t), te[a;/3],
где x(t) и y(t) — непрерывно дифференцируемые на [а;/3] функции.
Площадь S поверхности, образованной при вращении данной кривой

вокруг оси Ох, равна

5 = 2тг Jv(t)y/x*(t) + y'2(t)dt. (9)
а

Если кривая расположена в полуплоскости у ^ 0, то

Р

S = 2тг J\y(t)\^/x'2(t)+у'2 (t)dt. A0)
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При аналогичных условиях площадь S поверхности, образованной

при вращении кривой вокруг оси Оу, соответственно равна
d

(8')

Р

S = 2тг fx(t)^x'2(t)+y'2(t)dt (x(t) ^ 0), (9')
а

Р

S = 27rJ\x(t)\y/x'2(t) + y'2(t) dt (x(t) ^0). A0')

Пусть спрямляемая кривая, длина которой so, расположена по одну

сторону от прямой I, r(s) — расстояние от конца дуги кривой дли-

длины s до прямой I, и пусть r(s) — непрерывная функция s e [0;$о].
Площадь S поверхности, образованной при вращении кривой вокруг

прямой /, равна SQ

S = 2тг Гr(s)ds. A1)
о

Площадь поверхности, образованной при вращении вокруг поляр-
полярного луча кривой г = r(ip), 0 ^ ц>\ ^ ip ^ (^2 ^ тг, равна

S = 2тг fr(cp)у/г2 (<р) + г'2 (<р) sin <p dip,

где г((р) — непрерывно дифференцируемая на [(pi;^] функция. При
этом же условии площадь поверхности, образованной при вращении
вокруг луча (р = тг/2 кривой г = г((р), —тг/2 ^ (pi ^ ^ ^ (р2 ^ тг/2,
равна ^2

5 = 2тг / г (у?) д/^2 (^) + ^/2 (^) cos ^ dip.
vi

Пусть образующие цилиндрической поверхности параллельны
оси Oz, а ее направляющей в плоскости Оху служит кривая Lq

без особых точек, заданная параметрически уравнениями

x = x(t), y = y(t), a^t^f3, A2)
где x(t) и y(t) — непрерывно дифференцируемые на [а; C] функции.
Пусть на этой поверхности параметрически задана кривая L уравне-
уравнениями A2) и уравнением

z = z(t), a^t^/3,
где z(t) — неотрицательная и непрерывная на [а;/3] функция. Пло-

Площадь S части цилиндрической поверхности, заключенной между кри-
кривыми Z/Q и L, и образующими, соответствующими t = a и t = /3, равна

Р

S = Jz(t)^/x'2(t)+y'2(t)dt. A3)
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Если за параметр взята длина s дуги кривой Lq, 0 ^ s ^ so, то

SO

S= jz{s)ds, A4)

а если параметром является ж, а ^ ж ^ 6, то

ъ

5 = A5)

Пусть на цилиндрической поверхности заданы параметрически две

кривые L\ и Z/2 уравнениями A2) и соответственно уравнениями

z = zi(t) и 2 = 22(?), a^t^/3,
где zi (?) и 2:2 (t) непрерывны на [а;^9] и ^i(t) ^ ^(t). Площадь части

цилиндрической поверхности, заключенной между кривыми L\ и L<i
и образующими, соответствующими t — а и ? = /3, равна

S== J(z2(t) - y'2(t) dt. A6)

ПРИМЕРЫ С РЕШЕНИЯМИ

Пример 1. Фигура ограничена дугой параболы у = 4-х2,
отрезком [—2;0] оси Ох и отрезком прямой у = Зх. Найти объем

тела, образованного вращением этой фигуры вокруг оси Ох.

А Найдем абсциссу хс точки С пересечения параболы у = 4 — х2

/
А/
-2

4

у з

L2
1

о

\

в

-

1

1

, у=3х

1 2 ж
—а

Рис. 8.5 Рис. 8.6

и прямой у = 3х (рис. 8.5): 4 - х2 = Зж, х\ = 1, х2 = -4; отсюда же = 1.

Искомый объем равен разности объемов V\ и V2 тел, образованных
при вращении криволинейной трапеции ABCD и треугольника OCD.

По формуле A) находим
1 1

Vi =тг Г D
-2

-x2J dx = ^ртг, У2 =тг f
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Следовательно, объем заданного тела вращения равен

у -у -

138
^ А

Пример 2. Найти объем тела, образованного при вращении

круга (ж — аJ + у2 ^ а2 вокруг оси Оу (рис. 8.6).
А Дуги АОС и ABC являются графиками функций

хх{у) = а- \]а2 -у2 и х2(у) = а+ дД2 -у2, -а^у^а.

Объем тела вращения найдем по формуле F):
а а

У = тг [ (xl(y) -x\(y)) dy = 4тгаГ\/а2 - у2 dy =

тг/2

= 4тга3 / cos2 t dt = 2тг2а3. А

-тг/2

Пример 3. Найти объем тела, образованного при вращении аст-

астроиды х = a cos3 ?, у = а sin3 ?, 0 ^ t ^ 2тг, вокруг оси Ох.

А Астроида симметрична относительно осей Ох и О^/, поэтому ис-

искомый объем равен 2У, где V — объем тела, образованного

О

Рис. 8.7 Рис. 8.8

при вращении криволинейного треугольника ОАВ (рис. 8.7) вокруг
оси Ох. По формуле B') находим

тг/2

V = —тг / a2 sin6 ? • За cos2 t (— sin t) dt =

0
тг/2

= -Зтга3 / A - cos2 tK cos2 tdcost = —— тга3.
«/ 105
о 22

Следовательно, объем всего тела равен -гт^тга3. А
1U5

Пример 4. Найти объем тела, образованного при вращении фи-

фигуры, ограниченной параболой 2у = 4 — х2 и прямой х + у
— 2 = 0,

вокруг прямой ж + у
— 2 = 0.
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А Совершив поворот и сдвиг (перенос), перейдем в систему ко-

координат O'uv, ось О'и которой расположена на оси вращения
—

прямой ж + у
— 2 = 0 (рис. 8.8). Угол поворота, как следует из урав-

уравнения прямой, равен —тг/4. Формулы перехода имеют вид

и=(х-у + 2)/л/2, v = (x + y- 2)/л/2.
В этой системе координат парабола 2у = 4 — ж2 будет задана парамет-

параметрически уравнениями

и = и(х) = (ж - у(х) + 2)/л/2, v = v(x) = (ж + ?/(ж) - 2)/л/2,
где 2/(ж) = D — ж2)/2. Дуга О'А параболы соответствует отрезку 0 ^

^ ж ^ 2. Объем тела вращения находим по формуле B'):
2 2

2 ;

= тгJ v2 (x)uf (x) dx = тг^ - Bж-ж2J —= (я + у) б?ж =

о о
2

= JL^ /Dж2-4ж3+ж4)A

¦тг. А

- ж) dx =
0

=2л/2
15

Пример 5. Найти объем тела,

ограниченного цилиндром

x2+y2=R2
и плоскостями

У
= 0, ^ = О,

D

Рис. 8.9
А В силу симметрии тела отно-

относительно плоскости ж = 0 (рис. 8.9)
его объем равен удвоенному объему части тела, находящейся в первом

октанте. Каждое сечение тела плоскостью, перпендикулярной оси Ох,
является прямоугольником (ABCD на рис. 8.9). Пусть ОА = ж; тогда

АВ = ^(Я-ж),
К

Следовательно,
R R

V = 2[s(x)dx = 2^[(R-J К J
о о

тг/2

= 2HR2 Г A-sin a) cos = 2HR2 (^
V 2

1 1 ч \Г/2
- sin 2а + - cos a =

4 3 / 1о



S. Вычисление объемов тел и площадей поверхностей 155

Пример 6. Найти площадь поверхности,

образованной при вращении дуги параболы

2ау = ж2 - а2, 0 ^ ж ^ 2\[2а

(рис. 8.10):
1) вокруг оси Ох; 2) вокруг оси Оу.
А 1) По формуле (8) имеем

7а

2

О

= 2. j 2а

Сделаем замену х = at и учтем, что если 0

х ^ а, то

Тогда будем иметь

ж2 — а?\ = —(ж2 — а2), а если ж ^ а, то \х2 — а?\ = х2 — а2.

Рис. 8.10

2 I _^2

1 2^

- ff(t)dt+ J A7)

где

Первообразную F(t) функции /(?) найдем, например, с помощью за-

замены t = ship, в результате получим

F(t) = -

о

Из A7) имеем

2
- 3) - -

о

= тга2 ( - F@)
= тга2 (F@) + FBy/2) -

Вычислим значения первообразной:

F@)=0,

Отсюда найдем

S =
-Л

+
5

2) Считая кривую заданной параметрически уравнениями х = ж,

2ш/ = а2 — ж2, по формуле (9;) находим

= 2тг

2 ч 3/2 52
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2а

О

y(t)-a у= а

2?га

Рис § 11

Пример 7. Прямая у = а

пересекает дугу циклоиды

x = a(t - sint), y = a(l - cost),
О ^ t ^ 2тг,

в точках А и В. Найти пло-

площадь поверхности, образован-
образованной при вращении дуги АВ

циклоиды вокруг прямой у — а

(рис. 8.11).
А Точки А и В соответствуют значениям параметра t = тг/2 и

t = Зтг/2, дуга АВ
— значениям t Е [тг/2; Зтг/2]. Площадь поверхности

вращения найдем по формуле

Зтг/2

S = 2тг / (y(t) — a)\/x'2(t) + y/2(t) dt, A8)
тг/2

аналогичной (9). Здесь вместо стоящего в (9) расстояния y(t) от точки

кривой до оси Ох (оси вращения) стоит расстояние y(t) - а от точки

кривой до прямой у = а, являющейся в данном случае осью вращения

(рис. 8.11). Вычисляем:

y(t) — a — —a cost,

y/xt2(t)+yt2(t) = Y//a2(l-costJ+a2sin2t = 2asin(t/2),
te [тг/2;Зтг/2].

По формуле A8) получаем
Зтг/2

S = —4тга2 / cost sin - dt.

тг/2

После замены cos(t/2) = 2: находим

16л/2тга2 д

Пример 8. Найти площадь поверхности, образованной при вра-
вращении эллипса х2 + 4у2 = 36:

1) вокруг оси Ох;
2) вокруг оси Оу.
А 1) Дугу ABC эллипса (рис. 8.12)

можно рассматривать как график
х функции

Рис. 8.12

Но эта функция не имеет производной
при х = ±6, а на интервале (—6; 6) ее

производная не ограничена, поэтому
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формула (8) непосредственно неприменима в данном случае. Для

устранения этой трудности воспользуемся приемом, который часто

бывает полезным при нахождении площадей, как, впрочем, и длин кри-

кривых и объемов фигур, а именно параметризуем эллипс. Функции
х = б cost, у = 3sint

представляют непрерывно дифференцируемую параметризацию дан-

данного эллипса, при этом дуга ABC соответствует значениям t Е [О;тг].
Площадь поверхности, образованной при вращении дуги ABC эл-

эллипса вокруг оси Ох, находим по формуле (9):
7Г

S = 2тг Г 3 sin t л/36 sin2 t + 9 cos2 t dt.

о

В результате замены cost = B/y/S)sm(p получим

7Г/3

5 = 24л/3тг / cos2 ср dip = 2л/3тгDтг + Зл/З).
-7Г/3

2) Дуга DAB (рис. 8.12) эллипса, заданного параметрически в

виде х = б cost, у = 3sint, соответствует значениям t G [—тг/2;тг/2].
Площадь поверхности, образованной при вращении дуги DAB вокруг
оси Оу, находим по формуле (9;):

5 = 2тг [ б cos t л/Зб sin2 t + 9 cos2 t (it.

-7Г/2

После замены sint = A/V3)sh<? получим

arsh л/3

5=12л/3тг /" ch2<pd<p = 24л/3тг Bл/3 + lnB

Пример 9. Найти площадь поверхности, образованной при вра-

вращении петли кривой 9х2 = уC — уJ:
1) вокруг оси Ох; 2) вокруг оси Оу.
А Петля кривой соответствует значениям

У ? [0; 3] (рис. 8.13). Введем параметр t, по-

полагая о _

у = t3, t е /?,

и зададим кривую параметрически уравне-

уравнениями
_

2
_

2

Дуга NP0MN (петля) кривой соответствует

значениям t Е [—л/3;л/3].
1) Площадь поверхности, образованной при

вращении петли вокруг оси Ох, находим по Рис 8 13

-1
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формуле (9):

= 2тг

-л/3 -\/3

2) Петля данной кривой симметрична относительно оси Оу,
поэтому при вращении вокруг этой оси как самой петли, так и ее

половины — дуги OMN
— образуется одна и та же поверхность.

Дуга OMN соответствует значениям t е [0;л/3]. Площадь поверх-
поверхности вращения найдем по формуле (9'):

= 2тг/ ±

9 f
= Z
у у t C - ?2)A + = Зтг. А

Пример 10. Найти площадь поверхности, образованной при вра-
щении кривой

вокруг прямой Зу
— л/2х = 0.

А Расстояние г(х) (рис. 8.14) от

точки (х;х3/3) до данной прямой
равно

Ф) = 4т k3 - ^i =

Рис. 8.14 л/ТТ

Площадь поверхности вращения определим по формуле A1). Находим

ds = л/l + ?//2(ж) dx = у 1 + ж4 dx;

отсюда

о

Легко найти интеграл

= -уЦл/2 fx^/l + x^dx- fx3

Используя замену х2 = shy?, получаем

= -^1п(л/2 + л/3)
2л/2

V ;
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Таким образом,

Пример 11. Найти площадь

части цилиндрической поверх-
поверхности

2 2

отсеченной конической поверх-

поверхностью

А Направляющую цилинд-

цилиндрической поверхности в плос-

плоскости Оху — эллипс

(рис. 8.15) — зададим парамет- -х

рически в виде

х = 4 cos ?, у = 2 sin ?,

О ^ t ^ 2тг. A9)
Линии L\ и Z/2 пересечения цилиндрической и конической поверх-

поверхностей задаются дополнительно к A9) уравнениями

Рис. 8.15

О 2тг.

Площадь данной части цилиндрической поверхности находим по фор-

формуле A6):
2тг

S = f(z2(t) -

о

2тг 2тг

= 2 Гл/cos2 t + 4 sin2 t л/16 sin2 ? + 4 cos2 ? (it = 4 /(cos2 ? + 4 sin2 t) dt =

о о = 20тг. А

ЗАДАЧИ

Найти объем тела, образованного при вращении вокруг оси Ох

фигуры, ограниченной данными кривыми A-4) *).
1. 1) у2 = 2рж, у = 0, х = а;

2) ху = а2, у = 0, ж = а, ж = 2а;

*) В этом параграфе все заданные параметры следует считать положитель-

положительными.
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/# у = 0, ж = 1/4, ж = 1;

4) у/Ъ=(х/аJ/3, 2/ = 0, ж = а (ж ^ 0);
5)^/ = sin2x, 0 ^ ж ^ тг/2, 2/= 0;

6) ?/= асп(ж/а), 2/= 0, ж = 0, ж = Ь;
7) у = л/хе~х, у = 0, ж = а;

8) 2/ = Aпж)/ж A ^ ж ^ е), у = 0, ж = е;

9) ?/ = sin v/5 @ ^ ж ^ тг2), 2/ = 0;
10) у = х

— arctgж, у = ж + arctgж @ ^ ж ^ 1), ж = 1;

11) у = л/ж2 + 1 sin ж @ ^ ж ^ тг), у = 0;

12) 2/ = л/ж1" sin ж @ ^ ж ^ тг), у = 0.

2. 1) у = а + bsincox @ ^ ж ^ 2тг/с^), ?/ = О, ж = 0, ж =

а > 6 > 0;
2) у = еах sin тгж, п - 1 ^ ж ^ п, у = 0, п е N;
5) у = l/-y/cosx, 2/ = 0, ж = 0, ж = тг/б;
4) 2/ = (а2+ж2)-1, ?/ = 0, ж = 0, ж = а;

5) ?/ = ^/(я:2 - 1)/(ж_3), -1 ^ ж ^ 1, ?/ = 0;

6) 2/ = л/(9 + ж)/(9-Зж) (О^ж^З/2), ?/ = 0, ж = 3/2, ж = 0;

7) ?/л/(ж2+ж)/(ж-3) (-1^ж^
= 0, ж = л/3;

(|ж| ^ тг/4), ?/ = 0, ж = -тг/4, ж = тг/4;
0; 11) ж2 + у2 = 2$/;

2/= 0.

3. 1) 2/ = ж, 2/ = 1/ж, у = 0, ж = 2;
2) у = sin ж, 2/ = cos ж, 2/

= 0, 0 ^ ж ^ тг/2;
3) ж2/25 + ?/2/9 = 1, ж2-?/2/15 = 1, ж^О;
4J^ = ж2, 2qy = (x-aJ, у = 0;
5) у = 2Х, у = 2- log2 ж, ж = 0, 2/ = 0.

4. 1) ж2/а2 + 2/7&2 = 1; 2) ж2/а2 - ?/2/62 = 1, ж = а + Л;
3) ж2/а2-2/2/&2 = -1, |ж| =Л;
4) (ж - RJ + fo - ДJ = Д2, х = 0, ?/ = 0 (ж ^ Я, ?/ ^ Л);
5) у2Bа-х) =ж3 (О^ж^а), ж = а;

6) у2(х - а) + ж2(ж + а) = 0 @ ^ ж ^ а/2), ж = а/2;
7) у2(х - аJ = ж3Bа - ж) @ ^ ж ^ а/2), ж = а/2.
5. Найти объем тела, образованного вращением вокруг оси Ох пет-

петли кривой:
1) (х

- 4)у2 = ж(ж - 3); 2) у2(х - а) + ж2(ж + а) = 0;
3) у2(а - Зж) = ж2(а + ж); 4) х2у2 = (ж + аJDа2 - ж2).
Найти объем тела, образованного вращением вокруг оси Ох фигу-

фигуры, ограниченной данными кривыми F, 7).
6. 1) у2 = 2ж, у = 2, ж = 0; 2) у = ж, у = 1/ж, ж = 3;
3) у = sin ж, 2/ = 2ж/тг, 0 ^ ж ^ тг/2;

4) у = sin2 ж, у — х sin ж, 0 ^ ж ^ тг;
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5) 2ру = ж2, 2qx = у2, р > О, q > О;
6Jрж = ?/2, 2з(а-х)=2/2, р>0, ^>О;
7) 2рх = ?/2, 2д(ж - а) = у2, q > р > О, а > О;

8) у = у/хЦ2а-х), у = у/хBа-х).
7. 1) х2/а2-у2/Ъ2 = 1, ж = О, ^/ = О, 2/ = ft;
2) 2га = ж2, 2га = жBж - а), г/ = О;
3) ж2/9 - </2/25 = 1, ж2/25 - у2/9 = -1;
4) ж2 + B/ - аJ = г2, а > г > О; 5) ж2/4 + (у - 3J/9 = 1;
6) х2 -ху + у2 = а2.

8. Пусть ^/ = у{х) — непрерывная и неотрицательная на [а; Ъ] функ-
функция, О ^ а ^ Ъ. Доказать, что объем тела, образованного при вращении
вокруг оси Оу фигуры а ^ х ^ Ь, 0 ^ у ^ у(х), равен

V = 2тг fxy(x)dx.

9. Пусть ^/ = 2/(ж) — непрерывно дифференцируемая на [а; Ь]
функция, 0 ^ а ^ Ь, и пусть у(Ъ) является либо наибольшим,
либо наименьшим на [а; Ъ] значением этой функции. Пусть фигура
ограничена графиком функции у = у(х), а ^ х ^ Ь, отрезком пря-
прямой у = у (а), 0 ^ х ^ а, отрезком прямой у = у(Ь), 0 ^ х ^ 6,
и соответствующим отрезком оси О^/. Доказать, что объем тела,

образованного при вращении этой фигуры вокруг оси Оу, равен
ъ

V = тг / х2у'(х) dx .

а

Найти объем тела, образованного при вращении вокруг оси Оу фи-
фигуры, ограниченной данными кривыми A0, 11).

10.1)ху = к2, у = 0, х = а, ж = Ъ, Ь > а > 0;

z) У — е •> У
— и5 ж — и, ж — 1,

5) у = sin ж, 2/ = 0, 2тгп ^ ж ^ 2тгп + тг, где п — заданное нату-

натуральное число;

6) 2ру = а2 - (ж - ЪJ, у = 0, 6 > а > 0;
7) 2/ = |ж-Ь|-а, ?/= 0, 6 > а > 0;
8) у = ех - 1, ?/ = е- 1, ж = 0.

11. 1) у = cos2 ж @ ^ ж ^ 1), у = 1,х = 1;

3) у = cos ж, 0 ^ ж ^ 2тг, у = 1;

4\ _ / 05 если О^ж^тг, _п _

.,

^ ^ ~~

| sin ж, если тг ^ ж ^ 5тг/2,
~~

' ^ ~~

'

5) у2Bа - ж) = ж3, |2/| = а, ж = 0; 6) у2 = 4ж, у — х.

12. Найти объем тела, образованного при вращении фигуры, огра-
ограниченной данными кривыми, вокруг: а) оси Ох; б) оси Оу:
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1) у = (ж - а)(х -Ъ), у = О, Ь > а > О;

2) у = sin ж, у = О, О ^ ж ^ 7г;

3) у = агсвтж, у = О, ж = 1;
4) у = а3/(а2 + ж2), у = О, ж = О, ж = а;

5) у = а3/(а2+х2), у = а/2;
6) у = ч/C + 3ж)/C-ж) (О ^ ж ^ 2), у = 6, ж = О;
7) 2/эт/ = (ж - аJ, 2ру = а2; 8) 2ру = ж2, у = |ж|;
9) у = ех+6, у = е2х, ж = О;

10) у = х, у = х + sin ж, 0 ^ х ^ тг.

13. Найти объем эллипсоида, образованного при вращении эллипса

1) вокруг оси Ох; 2) вокруг оси Оу.
14. Найти объем тела, образованного при вращении кривой

(ж/аJ/3 + (у/6J/3 = 1:

1) вокруг оси Ох; 2) вокруг оси Оу.

15. Найти объем тела, образованного при вращении вокруг пря-
прямой у = 1 фигуры, ограниченной данными кривыми:

1) у = tyx, у = 1/х, у = 0, ж = 2; 2) 2/ = ^ж, 2/ = ^2;
3) 2/ = 2ж2 - 1, у = 1/^ж, 2/ = -1, ж = 8.

Найти объем тела, образованного при вращении фигуры, ограни-
ограниченной данными кривыми A6-18).

16. у = arcsinx, ж = 1, у — —тг/2:
1) вокруг прямой у — тг/2; 2) вокруг прямой ж = 1.

17. у — ж, ^/ = ж + sin ж, 0 ^ ж ^ тг, вокруг прямой у — х.

18. 2/л/ = ж2, у-х = Зр/2:
1) вокруг прямой ?/ = 0; 2) вокруг прямой ж = 0;
3) вокруг прямой у

— х = Зр/2.
19. Найти объем тела, образованного при вращении петли кон-

конхоиды (ж - аJ(ж2 + у2) = 4а2ж2 вокруг прямой х — а.

20. Найти объем тела, образованного при вращении вокруг пря-
прямой х — а фигуры, ограниченной кривыми:

1) у2(х - а) + ж2(ж + а) = 0, \у\ = у/За/2, х = а (ж ^ 0);
2) (ж - а)V = ж3Bа - ж), ж = а/2 @ ^ ж ^ а).

21. Объем тела вращения фигуры 0 ^ у ^ ха, 0 ^ ж ^ а (а > 0)
вокруг оси Ож равен Sa/4, где S — площадь основания при х — а.

Найти а.

22. Найти кривую у = /(ж), ж ^ 0 (/(ж) > 0 при ж > 0), если

известно, что для любого а > 0 объем тела, образованного при враще-
вращении вокруг оси Ох фигуры О^ж^а, 0 ^ у ^ /(ж) равен Лтга/2(а),
0 < А < 1.
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23. Плоскость, перпендикулярная оси параболоида вращения, от-

отсекает от него сегмент с радиусом основания г и высотой h. Найти

объем сегмента.

24. Выпуклая линза ограничена двумя соосными параболоида-
параболоидами вращения. Диаметр линзы по линии пересечения параболоидов
равен D, толщина по оси — h. Найти объем линзы.

25. Выпукло-вогнутая линза ограничена двумя соосными парабо-
параболоидами вращения. Диаметр линзы по линии пересечения параболои-
параболоидов равен D, толщина по оси — h. Найти объем линзы.

26. Вогнутая линза ограничена соосными параболоидами вращения
и цилиндром с радиусом основания г. Толщина линзы по оси равна /i,
на краю

— Н. Найти объем линзы.

27. Дуга окружности радиуса г, имеющая угловую величину 2а,

вращается вокруг своей хорды. Найти объем полученного тела.

28. Найти объем части шара х2 + у2 + z2 ^ R2, лежащей:

1) между плоскостями z = z0 и z = z0 + /i, где —R ^ z0 < z0 +

+ h^R;

2) внутри конуса x = \/y2 + z2\
3) внутри параболоида 2Rzj\[b — x2 + y2.

29. Через фокус линии L второго порядка проведена хорда, пер-

перпендикулярная оси линии. Найти объем тела, образованного при вра-

вращении вокруг этой хорды отсеченного ею сегмента, если L:

1) парабола 2ру = х2; 2) гипербола х2 — у2 /3 = 1;
3) эллипс ж2/4 + у2/3 = 1.

30. Параболический сегмент ограничен дугой параболы и ее хордой
длины 2а, перпендикулярной оси параболы и отстоящей от вершины

параболы на расстоянии h. Найти объем тела, образованного при вра-

вращении этого сегмента вокруг хорды.

31. Определить объем бочки, высота которой равна /i, диаметр

каждого из оснований — а7, диаметр среднего сечения — D. Осевые

сечения боковой поверхности являются параболами с вершинами на

окружности среднего сечения.

32. Эксцентриситет эллипса равен е. Хорда эллипса длины 2а, пер-

перпендикулярная большей оси, разделяет эллипс на два сегмента, мень-

меньший из которых имеет высоту h. Найти объем тела, образованного

при вращении меньшего сегмента:

1) вокруг большей оси эллипса; 2) вокруг меньшей оси эллипса.

33. Эксцентриситет гиперболы равен е. Хорда длины 2а, перпенди-

перпендикулярная действительной оси гиперболы, отсекает от гиперболы сег-

сегмент высотой h. Найти объем тела, образованного при вращении этого

сегмента:

1) вокруг действительной оси гиперболы;
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2) вокруг мнимой оси гиперболы.

34. Найти объем тела, образованного при вращении астроиды

Ж2/3 _|_ ^2/3 _ а2/3 В0КруГ прЯМОЙ у = X.

35. Сегмент ограничен дугой параболы у2 = 4ах и ее хордой, лежа-

лежащей на прямой у = 2х. Найти объем тела, образованного при вращении
этого сегмента вокруг хорды.

36. Дуга параболы у/х/а + \/у/Ь = 1 вращается вокруг прямой

х/а + у/Ъ = 1. Доказать, что объем полученного тела вращения равен

где г
— наибольший радиус поперечного кругового сечения, Н

—

длина этого тела вдоль оси вращения.

37. 1) Найти объем тела, образованного при вращении вокруг пря-
прямой у = кх (к > 0) сегмента параболы 2ру = ж2, отсеченного этой

прямой;
2) доказать, что объем указанного в п. 1) тела вращения равен

где г
— наибольший радиус поперечного кругового сечения, Н

—

длина этого тела вдоль оси вращения.

38. Угол между двумя скрещивающимися прямыми I и т равен

а, длина их общего перпендикуляра АВ равна h. Из точек М и N

прямой т (В — середина отрезка MN) опущены перпендикуляры

ММ\ и NNi на прямую I. Найти объем тела, образованного при вра-

вращении пространственного четырехугольника MiMNNi вокруг пря-
прямой /, если \MN\ = 2а.

39. Объем куба равен V. Найти объем тела, получающегося при

вращении куба:

1) вокруг его диагонали; 2) вокруг диагонали его грани.

40. Найти объем тела, образованного при вращении фигуры, огра-
ограниченной параболой у = ах2 и ее эволютой х = 4а2?3, у = 3at2+ 1/Bа):

1) вокруг оси Ох; 2) вокруг оси Оу.

Найти объем тела, образованного при вращении фигуры, ограни-
ограниченной данными кривыми D1-47).

41. х = ?3, у = ?2; у = 0, \х\ = 1:

1) вокруг оси Ох; 2) вокруг оси Оу.
42. х = asint, у = asin2t, 0 ^ t ^ 2тг:

1) вокруг оси Ох; 2) вокруг оси Оу.
43. х = a(t — sint), у = a(l - cost), 0 ^ t ^ 2тг, у = 0:

1) вокруг оси Ох; 2) вокруг оси Оу; 3) вокруг прямой х = тга;

4) вокруг прямой у = 2а.

44. х — a sin3 ?, у — Ъ cos3 ?, 0 ^ t ^ 2тг:
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1) вокруг оси Оу; 2) вокруг прямой х — а.

45. 1) х = ach3t, у = ash3t, x = 2^/2 а вокруг оси Ох;
2) х = (l/2)ch3t, 2/ = (l/2)sh3t, ж = 0, |з/| = 1/2 вокруг оси О?/.

46. х = 2at2/(l + t2), у = 2at3/(l + t2), x = а:

1) вокруг оси Ож; 2) вокруг прямой х — а.

47. ж = аA + cost), у — a(tgt + sint), x — За/2:
1) вокруг оси Ох; 2) вокруг прямой х = а.

48. Прямая ^/ = За/2 разделяет фигуру, ограниченную циклои-

циклоидой х = a(t — sint), у = a(l — cost), 0 ^ t ^ 2тг, и осью Ох, на две

фигуры. Найти отношение объемов тел, образованных при враще-
вращении каждой из получившихся фигур вокруг прямой у = За/2.

49. Найти объем тела, образованного при вращении петли кри-

кривой х = 2t-t2, у = 4t-t3:

1) вокруг оси Ох; 2) вокруг оси О^/.
50. Найти объем тела, образованного при вращении петли кривой

2а t3 -t

1) вокруг оси Ох; 2) вокруг оси Оу.
51. Пусть функция г = г(ф) непрерывна на [а;/3], 0 ^ а < /3 ^ 2тг.

Доказать, что объем тела, образованного при вращении сектора

а^р^Р, (Кг ^г(у>),

вокруг полярного луча, равен

г3= -^ г3

52. Пусть функция г = г(<р) непрерывна на [а;/3], —тг/2 ^ a < /3 ^
^ тг/2. Доказать, что объем тела, образованного при вращении сектора:

а^ср^C, (Кг^г(<р),

вокруг луча if = тг/2 равен
C

V = -^ [г3(ip) cos ipdip.
о J

Найти объем тела, образованного при вращении вокруг полярного

луча фигуры, заданной в полярных координатах неравенствами E3,
54).

53. 1) 0 ^ г ^ сир, 0 ^ ip ^ тг; 2) тгг3 ^ ip ^ тг;
3) 0 ^ г ^ a cos2 ip; 4) 0 ^ г ^ 2a sin у?;

5) 0 ^ г ^ a cos3 <p; 6) 0 ^ г ^ a sin2 ^;

7) 0 ^ г ^ аек(р, 2тгп ^ (^ ^ 2тгп + тг, где п
—

заданное целое число;

8) 0 ^ г ^ а^cos Scp, \ip\ ^ тг/б;

9) 0 ^ г ^ a^cos3(p, 7тг/б ^ ip ^ Зтг/2.
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2

54. 1) (Кг ^a(l + cosy?); 2) (К г ^2а^-^, (К
cos 9?

0
cos (p cos 2<^

55. Найти объем тела, образованного при вращении вокруг поляр-
полярного луча улитки Паскаля:

1) г = a cos у? + /, Z < а (внешняя петля);
2) г = a cos у?

— /, Z < а (внутренняя петля);
3) г = acoscp + /, Z ^ a.

56. Найти объем тела, образованного при вращении вокруг луча

if = тг/2 фигуры, заданной в полярных координатах неравенствами:

1) 0 ^ г ^ ал/шпр; 2) 0 ^ г ^ acos2(p;

3) 0 ^ г ^ a^cos3(p, |у?| ^ тг/б;

4) 0 ^ г ^ a^cos3(p, тг/2 ^ <р ^ 5тг/б;

5) 0 ^ г ^ a(l + cosy?), \<p\ ^ тг/2;

8) 0 ^ г ^ ад/cos 2у?.

57. Найти объем тела, образованного при вращении петли кон-

конхоиды:

1) г = 4a + a/ cosy? вокруг полярного луча;

2) г = 2a + a/ cos у? вокруг луча у?
= тг/2.

58. Найти объем тела, образованного при вращении кардиои-

кардиоиды г = a(l + cosy?) вокруг прямой г cos у? = —а/4.
59. Найти объем тела, образованного при вращении одной петли

лемнискаты г2 = a2sin2y?:
1) вокруг луча if = тг/4; 2) вокруг луча у? = —тг/4.
60. Найти объем тела, образованного при вращении вокруг оси Ох

фигуры, ограниченной кривой:

1) х4 + у4 = а2х2; 2) х4 + ^ = ^ху2; 3) (х2 + г/2K = а2х4;

4) (х2 + у2J = а2(х2 - г/2); 5) х(х2 - у2) = а(х2 + у2), х = За.

61. Найти объем тела, образованного при вращении вокруг оси Оу
фигуры, ограниченной кривой:

1) х4 + у4 = ау3; 2) х4 + у4 = 2аху2- 3) (х2 + у2K = а4у2;
4) (х2 + у2K = а2(х2 - у2J; 5) (х2 + у2K = а2х2у2.
62. Найти объем тела, образованного при вращении вокруг пря-

прямой у — х фигуры, ограниченной кривой (х2 + у2J = а2(х2 — у2).
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Найти объем тела, ограниченного поверхностями F3-65).
-

64. 1) ?L + ?±? =1, x = о, у = 0, 2 = 0;

2) ж2 + у2 + z2 + xy + yz + zx = a2;

3) y2 + z2 = a2ch2(x/a), \x\ = b; 4) a2(z2 - y2) = x2z2, z = a

(z + aJ (z — a)

7) 4a2

65-!) 4 + S =1' ^ = ?
а1 Ъ1 На

2) z2 = a(a - ^/), ж = /ci2/, ж

3) ? = g, ? + ?= !,?-?=!;
a b2 а с ас

^
^2

, у2
_

(^ - яJ z
-

у
z _ q /?. > qv

6) ж2 +?/2 = ax, \x\ = |z|.
66. Основание конуса

— плоская фигура площадью 5, вершина ко-

конуса удалена от плоскости основания на расстояние Н. Найти

объем конуса.

67. Радиус прямого кругового цилиндра равен г. Плоскость, со-

составляющая с осью цилиндра угол а, пересекает его боковую поверх-
поверхность и нижнее основание, отсекая от этого основания сегмент с цент-

центральным углом 2ср. Найти объем части цилиндра, ограниченной этим

сегментом, плоскостью сечения и боковой поверхностью цилиндра.

68. Угол раствора прямого кругового конуса равен 2а Bа < тг/2).
Плоскость, перпендикулярная образующей конуса, пересекает ее в

точке, удаленной на расстояние а от вершины. Найти объем отсе-

отсеченной части конуса.

69. Через центр основания прямого кругового конуса с радиусом г

и высотой h проведена плоскость, параллельная образующей конуса.
Найти отношение объемов частей, на которые рассечен конус.

70. Найти объем тела, ограниченного поверхностями:

!) 4 + 4 = 1. tl + 4 = 1; 2)x2 = b(a- у), y2+z2 = ay;
ас ос
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}
с a2tb2' с2 a2

+
b2'

4) by = x(a - z), by = x(z - a), z = 0, ж = 6;
2 2 2 г 2 2

5) ?_ + |_ + f_=i, |?^ + |^;a2 62 c2 6c a2 62
2 2 2 2 2 2
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71. Оси эллипса имеют длины 2a и 2b. На каждой хорде эллипса,

параллельной оси 2а, построен как на диагонали квадрат в плоскости,

перпендикулярной другой оси эллипса. Найти объем получившегося
тела.

72. Две грани шестигранника
—

прямоугольники, стороны одно-

одного из них с длинами а\ и Ь\ параллельны сторонам другого с длина-

длинами CL2 и &2 соответственно. Расстояние между плоскостями этих

прямоугольников равно h. Найти объем шестигранника.

73. Объем треугольной призмы ABCА\В\С\ равен V. Рассматри-
Рассматриваются все треугольники, лежащие в плоскостях, параллельных

основаниям, и имеющие вершины на диагоналях АВ\, ВС\ и СА\
боковых граней призмы. Найти объем тела, образованного этими

треугольниками.

74. Тело, имеющее объем, расположено между плоскостями z — 0

и z — h. Известно, что площадь сечения тела плоскостью z = const

есть функция вида S(z) = az2 + bz + с, 0 ^ z ^ h. Доказать, что объ-

объем тела равен

V= ?
75. Оси двух круговых цилиндров, каждый из которых имеет ра-

радиус г, пересекаются под углом а. Найти объем тела, ограниченного
этими цилиндрами.

76. На круге х2 + у2 ^ г2 как на общем основании построены два

наклонных цилиндра. Их оси лежат в плоскости Oyz, и каждая со-

составляет с осью Oz угол а. Найти объем тела, ограниченного данным

кругом и этими цилиндрами.

77. Оси трех цилиндров (каждый радиуса г) взаимно перпендику-

перпендикулярны и пересекаются в одной точке. Найти объем тела, ограничен-
ограниченного этими тремя цилиндрами.

78. На боковой поверхности цилиндра х2 + у2 ^ R2, 0 ^ z ^ Н,
расположена винтовая линия х = Ясо82тга, у = Rsm27ra, z = На,
0 ^ а ^ 1. Винтовая поверхность образована перпендикулярами, опу-
опущенными из точек винтовой линии на ось Oz. Найти объем нижней

части цилиндра, ограниченной этой поверхностью и прямоугольником

0 ^ х ^ R, 0 ^ z ^ Н в плоскости Oxz.
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79. На боковой поверхности конуса

расположена коническая винтовая линия

ж = ЛA — a) cos 2тга, 2/ = R(l — a) sin 2тга, z = i?a, 0 ^ а ^ 1.

Коническая винтовая поверхность образована перпендикулярами,
опущенными из точек винтовой линии на ось Oz. К ней добавлен

треугольник с вершинами @;0;0), @;0;i?), (Д;0;0). Найти отноше-

отношение объемов частей, на которые получившаяся поверхность разделяет

конус.

80. Радиус сферы равен R. Найти площадь сферического пояса

высоты Н.

81. Найти площадь поверхности, образованной при вращении во-

вокруг оси Ох данной кривой:

I) у = фс, 5/4 <С х <С 21/4; 2) у = ж3, 0 ^ х ^ 1;

3) у = е~ж, 0 ^ х ^ а; 4) у = асп(ж/а), |ж| ^ Ь;
Б) у = sin ж, 0 ^ х ^ тг; 6) 2а^/ = а2 + ж2, 0 ^ ж ^ а;

7) 2/ = 2ж3/2/3, 0 ^ х ^ 1; 8) у = 1/х, 1 ^ х ^ а;

9) 2/ = tgx, 0 ^ ж ^ тг/4; 10) 2/ = V%2 - 1, 1 ^ ж ^ 5;

II) ?/ = л/ж2 + 1, 0 ^ ж ^ 1/4;
12) ж2/2 + у2 = 1, 1 ^ ж ^ 2, ?/ ^ 0; 13) ж2 + у2 = 2у.

82. Найти площадь поверхности, образованной при вращении во-

вокруг оси Оу данной кривой:

1)
2)
4)

6)

7)

9)

ж = In B/
-

v

4ж + 2 In у =

Зж = 4 cos у,

х = a arcsin *

у = In ж, 0 <

О 1Z о 1 о

з
ж +

з
у

'у1 - 1), 5/4 :

О 1 ^

2/ ,
е ^ у $

-тг/2 ^ 2/ ^ (

\/у/а+ Vy(a
:а^х^Ъ;
= 1, -л/3 ^2

^ 2/ ^ 5/3;
^

/=>• Q"\ ^r»
—

^ о, оу
X —

3; 5) г/2 =

-2/), а/4^
S) у = л/ж2"

/ ^ л/3, ж ^

= ch2/
2(ж-

-2,

^0;

,
In 2 ^

-1), 0.

За/4;
л/2^ж л/3;

10) ж = vV - 2, 2 ^ ?/ ^ л/5.
83. Фигура, ограниченная графиком функции

у = a ch (ж/а), 0 ^ ж ^ а,

отрезками прямых ж = 0, ж = а и осью Ож, вращается вокруг
оси Ох. Доказать, что объем V тела вращения этой фигуры и пло-

площадь S поверхности вращений графика данной функции связаны

равенством V = aS/2.
84. Найти площадь поверхности, образованной при вращении во-

вокруг прямой у = 5а/3 дуги цепной линии у = асп(ж/а), отсеченной

этой прямой.
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85. Найти площадь поверхности, образованной при вращении
вокруг прямой у = р дуги параболы у2 = 2рх, отсеченной пря-

прямой х = р/2.
86. Пусть функция х = х(у) определена и непрерывно дифферен-

дифференцируема на отрезке [c;d\, с ^ 0. Доказать, что площадь поверхности,

образованной при вращении графика этой функции вокруг оси Ох,
равна

с

87. Найти площадь поверхности, образованной при вращении во-

вокруг оси Ох данной кривой:

1) у2 = 4ж, 0 ^ ж <С 3;

3) ж = - у2 - - \пу, 1

а +

4) ж = а In

88. Найти площадь поверхности, образованной при вращении во-

вокруг оси Оу данной кривой:
1) у = ж2/Bр), 0 ^х ^ Ь; 2) у = ach(x/a), 0 ^ х ^ Ь;

3) у = (arcsinx + жл/1 - ^2)/2, 0 ^ ж ^ 1.

89. Поверхность вогнутого зеркала является сегментом параболои-
параболоида вращения. Высота сегмента равна /i, радиус основания — R. Найти

площадь поверхности зеркала.

90. Тело образовано вращением вокруг оси Ох фигуры, ограни-
ограниченной параболой ау = а2 — х2 и осью Ох. Найти отношение площа-

площади поверхности тела к площади поверхности равновеликого ему по

объему шара.

91. Найти площадь поверхности, образованной при вращении во-

вокруг оси Ох кривой, заданной параметрически:

1) х — el cost, у — el sint, 2птг ^ t ^ Bп + 1)тг, где п — заданное

натуральное число;

2) х = аB cos t — cos 2t), у = аB sin t — sin 2t);
3) x = a cos t + a In tg (t/2), у = a sin t, 0 < 2/0 ^ 2/ ^ a\

4) x = i3/3, 2/ = 4 - t2/2, \t\ ^ 2x/2;
5) x = 2л/3со8?, ^/ = sin2t;
6) x = e373, у = е575, ? G [lnB/3)/4; 0].

Найти площадь поверхности, образованной при вращении кри-
кривой L, заданной параметрически, вокруг прямой I (92-99).

92. L: х = aCcost-cos3t), у = aCsint - sin3t), 0 ^ t ^ тг/2:
1) /: 2/ = 0; 2) I: х = 0.

93. L: х = v^sint, 2/ = (l/4)sin2t, 0 ^ t ^ тг:

1) /: 2/ = 0; 2) /: ж = 0.
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94. L: ж = (t + sin t cos t), 2/ = a sin2 t, 0 ^ t ^ тг/2:
1) I: y = 0; 2) Z: ж = 0.

95. L: ж = a(t sin t + cost), 2/ = a(sint - tcost), 0 ^ t ^ тг:

1) l: у = 0; 2) 1: x = -a.

96. L: ж = t2, y = (t/3)(t2 - 3), |t| <C л/б:
1) Z: ?/ = 0; 2) I: x = 0; 3) I: x = 3.

97. L: x = a(t2 + 1), j/ = (at/3)C - t2), |t| <C y/3:
1) l: у = 0; 2) I: x = 0.

98. L\ x — a(t — sint), у = a(l — cost), 0 ^ t ^ 2тг:

1) l: у = 0; 2) I: x = 0; 3) l: у = 2a; 4) I: x = тга;

5) 1: у — a.

99. L: ж = a cos3 t, у = a sin3 t, 0 ^ t ^ 2тг:

1) /: 2/ = 0; 2) I: x = a.

Найти площадь поверхности, образованной при вращении кри-
кривой L вокруг прямой I, подобрав непрерывно дифференцируемую

параметризацию кривой L A00-105).
100. L: х2 + (у - ЪJ = a2, b ^ а >0; I: у = 0.

101. L: 4х2+у2 =4: 1I:у = 0; 2I: х = 0.

102. L: у = A/6)у^(ж - 12), 0 ^ х ^ 12; I: у = 0.

103. L: 162/2 = 2ж2-ж4: 1) I: у = 0; 2) Z: ж = 0.

104. L: Зж2 +у4 =у2; I: ж = 0.

105. L: у = жсбшл/х + л/х - ж2 : 1) Z: 2/ = 0; 2) Z: ж = 0.

106. Найти площадь поверхности, образованной при вращении
петли кривой 9ау2 = жCа — жJ :

1) вокруг оси Ох; 2) вокруг оси Оу.
107. Радиус окружности равен R. Дуга окружности, имеющая уг-

угловую величину 2а, вращается вокруг своей хорды. Найти площадь

поверхности вращения.
2 2 2

108. Найти площадь эллипсоида вращения
^- + \- + ^- = 1, если:
az bz cz

1) а > b (вытянутый эллипсоид);
2) а < b (сжатый эллипсоид).
109. Найти площадь части гиперболоида вращения

ж2+ y2-z2 = l,
заключенной между плоскостями z = —2 и z = 2.

110. Найти площадь поверхности, образованной при вращении ду-
дуги гиперболы

ж2/а2 — у2/Ь2 = 1, а ^ ж ^ Ла, Л > 1:

1) вокруг оси Ох; 2) вокруг оси Оу.
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111. Кривая у = cos ж, —тг ^ х ^ тг, вращается вокруг прямой
у — а. При каком а площадь поверхности вращения будет наимень-

шейГ Найти эту наименьшую площадь.

112. Циклоида х = a{t — sint), у = аA — cost), 0 ^ t ^ 2тг, враща-
вращается вокруг прямой у = ка, 0 ^ к ^ 2:

1) найти площадь поверхности вращения;

2) при каком к площадь образованной поверхности будет наимень-

шейГ Найти эту наименьшую площадь.

113. На окружности, радиус которой Л, взята дуга АВ угловой
величины 2а. Прямая, параллельная хорде АВ, отсекает от дуги АВ

меньшую дугу CD угловой величины 2/3 (/3 < а). Поверхность обра-
образована вращением дуги АВ вокруг прямой CD:

1) найти площадь этой поверхности;

2) при каком /3 площадь образованной поверхности будет наимень-

шейГ Найти эту наименьшую площадь.

114. Дуга параболы у2 = 2рх, отсеченная прямой у = 2ж, вращается

вокруг этой прямой. Найти площадь поверхности вращения.

115. Найти площадь поверхности, образованной при вращении аст-

1) вокруг прямой у = х; 2) вокруг прямой х + у = а.

116. Угол между прямыми I и т равен а, длина их общего пер-

перпендикуляра АВ равна а. Отрезок ВС прямой т, имеющий дли-

длину Ь, вращается вокруг прямой I. Найти площадь образованной по-

поверхности.

117. Тело образовано вращением куба с ребром а вокруг его диа-

диагонали. Найти площадь поверхности тела.

118. Найти площадь поверхности, образованной при вращении во-

вокруг полярного луча кривой, заданной в полярных координатах:

1) г — 2а sin ip; 2) г = v^cos"^, 0 ^ ip ^ тг/4; 3) г2 = a2 sin 2<p;
4) г = a sec2 0/2), 0 ^ <р ^ 2тг/3.

119. Найти площадь поверхности, образованной при вращении
кардиоиды г = аA + cos ф):

1) вокруг полярного луча; 2) вокруг прямой rcostp = 2а;
3) вокруг прямой 4rcos(p = —a.

120. Найти площадь поверхности, образованной при вращении

улитки г = а + bcosp вокруг полярного луча, если:

1) а > Ъ] 2) а < Ъ.

121. Найти площадь поверхности, образованной при вращении
лемнискаты г2 = 2a2cos2(p:

1) вокруг полярного луча; 2) вокруг луча ip = тг/2;
3) вокруг луча ip = тг/4.



§8. Вычисление объемов тел и площадей поверхностей 173

122. Найти площадь данной части цилиндрической поверхности:

1) ж2 + у2 = а2, 0 ^ z ^ /гж/а, ж ^ 0;

2) у = Ь- Ъх2/а2, 0 ^ z ^ /гж/а, ж ^ 0, О 0;

3) ж2/а2 + у2/Ь2 = 1, 0 О ^ /гж/а, ж ^ 0, О 0, а > ^
4) ж2/а2 + 2/2/62 = 1, 0 О ^ /гж/а, ж ^ 0, у ^ 0, а < 6;
5) ж2/2 — I/2 = 1 л/2 <ж<2 0 < z < л/Зж
123. Образующие цилиндрической поверхности параллельны

оси Oz, а направляющей является кривая L в плоскости Ож?/. Най-
Найти площадь части этой поверхности, заключенной между плос-

плоскостью z = 0 и поверхностью 5, если:

1) L : ж = el cos ?, у = el sin ?, —тг ^ ? ^ тг; S : z -

п\ т . _ у.3 /о 7/
_ к /2 /к <С + <С л/^- ^ •

7/

3) L : ж = a cos3 t, у = a sin3 ?, 0 ^ t ^ 2тг;
5 : Юж + 102/

- 3z + 10а = 0.

124. Найти площадь части цилиндра ж2 + у2 = Rx, расположенной
внутри сферы ж2 + у2 + z2 = R2.

125. Радиус каждого из двух круговых цилиндров равен г, оси

этих цилиндров пересекаются и перпендикулярны. Найти площадь

части одного цилиндра, расположенной внутри другого.

126. Радиус каждого из трех круговых цилиндров равен г, оси

всех трех цилиндров пересекаются в одной точке и попарно перпен-

перпендикулярны. Найти площадь поверхности тела, ограниченного этими

тремя цилиндрами.

127. Радиус каждого из двух круговых цилиндров равен г, оси

этих цилиндров пересекаются под углом а. Найти площадь поверх-

поверхности тела, ограниченного двумя данными цилиндрами.

128. Два круговых цилиндра (радиус первого — г, радиус второ-

второго — R (R > г)) расположены так, что их оси пересекаются и пер-

перпендикулярны. Выразить:
1) через эллиптический интеграл площадь части первого цилиндра,

расположенной внутри второго;

2) через эллиптические интегралы площадь одной из частей второ-
второго цилиндра, расположенной внутри первого.

ОТВЕТЫ

1. 1) тгра2; 2) тга3/2; 3) тг; 4) ЗтгаЬ2/7; 5) тг2/4;

8)тгB-5/е); 9) тг3/2; 10) тг2 - 2тг; 11) тг; 12) тг3(тг2 - 3)/8.
_р{2п-1)а. ОЛ ?[1по. А) 7ГGГ + 2)>
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кч (а о1 оч аЛ Зтг(961п2-61) ^ /7
, 1О1

3\ ох 22л/2тг
5) тг(б-81п2); 6) —ь J-- 7) тг(^- +121n-J; 8) —^—;

9) 7r>/2axctg>/2; Ю) ^=; 11) 2тг2; 12) тг(l + | In |

4.1) ^тгаб2; 2) g!ft2(ft + 3a); 3) ^ /i(/i2 + За2);

4) 7гЛ3A0-Зтг)/б;а5) тга3B41п2 - 16)/3; 6) тга3B41п4 - 31)/24;
7) тга3C5-241п4)/24.
5. 1) тгA5- 161п2)/2; 2) тга3(б1п2 - 4)/3; 3) тга3D1п4 -

4) тга3A7-241п2)/3.
6. 1) 4тг; 2) 8тг; 3) тг2/12; 4) тг2Dтг2 - 15)/21;

5) ^^
vW 5 6) az; 7) az; 8) тгагF - 81п2).

5 р+д др

^) ) 120^
27Г Г °5

5) Збтг2; 6) 8тга3/3.
10. 1) 2тгк2(Ь-а); 2) тг(е - 1); 3) тг1п2; 4) 8тг/3; 5) (8п + 2)тг2;
6) 4тга36/3р; 7) 2тга2Ъ; 8) тг(е - 2).
11. 1) тгA - sin 1); 2) тг(тг2 - 8)/4; 3) 4тг3; 4) B5тг3 + 8тг2 - 8тг)/4;
5) тга3E0-15тг)/3; 6) 128тг/15.
12. 1) а) тгF-аM/30; б) тг(Ь + а)(Ъ - аK/б; 2) а) тг2/2; б) 2тг2;
3) а) тг(тг2 -8)/4; б) тг2/4; 4) а) (тг + 2)а3/8; б) тга3 In 2;
5) а) тг2а3/4; б) тга3Aп2 - 0,5);
6) а) 4тгD4-271пЗ); б) 4тгB7 - 5л/3тг)/3;
7) а) 2тга5/Eр2); б) 4тга4/Cр);
8) а) 32тгр3/15; б) 4тгр3/3; 9) а) 4тгB + 91пЗ); б) ЗтгB1пЗ - 1) 1пЗ;
10) а) тг3/2 + Зтг2/8; б) тг3/2.
13. 1) 4тга62/3; 2) 4тга26/3. 14. 1) 32тга62/105; 2) З2тга26/Ю5.
15. 1) 2тгA + 51п2)/5; 2) 13тг/30; 3) 433тг/15.
16. 1) тг3 -4тг; 2) тг2. 17. Зтг2/(8л/2).
18. 1) 272тгр3/15; 2) 45тгр3/4; 3) 64тгр3л/2/15.
19. 2тга3(9л/3-4)/3.
20. 1) тга3Aб - Зл/3)/24; 2) тга3Bтг - Зл/3)/3. 21. у = ж3/2.
22. у = cx^-A)/2A, с > 0. 23. тгг2/г/2. 24. 7rD2h/8. 25. 7rD2h/8
26. тгг2(Я + /г)/2. 27. 2тгг3(sin а - (sin3 а)/3 - a cos a).
28. 1) 7rhCR2 - 3z2 - 3zoh - /i2)/3; 2) тгЯ3B - лД)/3;
3) тгЛ3(бл/3-5)/(9л/3).
29. 1) 4тгр3/15; 2) 2тг(б - 2л/ЗагйЬл/3); 3) тгB7 - 4л/3тг)/3.
30. 1бтга/г2/15. 31. irh(8D2 + 4^^ + За72)^.
32. 1) тгЦЗа2 + /i2(l - е2))/б; 2) 4тга3/CA - е2)).
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33. 1) тг/гCа2 - (е2 - l)/i2)/6; 2) 4тга3/C(е2 - 1)). 34. 71тга3/2Ю.
35. 2тг\/5а3/75. 37. 4тф3/с5/A5\/1 + к2).
38. 2тга(а2 sin2 a cos а + 3/i2 cos а)/3. 39. 1) тгУ/л/3; 2) 7тгУл/2/б.
40. 1) 92тгл/2/C5а3); 2) 5тг/Dа3).
41. 1) бтг/7; 2) Зтг/4. 42. 1) 8тга3/15; 2) тг2а3/2.
43. 1) 5тг2а3; 2) бтг3а3; 3) тга3(9тг2 - 1б)/б; 4) 7тг2а3.
44. 1) З2тга26/Ю5; 2) Зтг2а2Ь/4.
45.1) Bбл/2 + 16Oга3/105; 2) 11бтг/105.
46. 1) 8тга3C1п2-2)/3; 2) 2тга3A0 - Зтг)/3.
47. 1) (тга3/24)B41п4- 1); 2) 2тг2а3/3. 48. 1 : 25.
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§ 9. Применение интеграла к решению геометрических
и физических задач

СПРАВОЧНЫЕ СВЕДЕНИЯ

Вычисление моментов и координат центра масс. Пусть на

спрямляемой плоской кривой L длины I распределена масса с плот-

плотностью p(s), являющейся функцией длины дуги s.

По следующим формулам вычисляют:

массу кривой t

т =

J p(s)ds; A)
о

статические моменты кривой относительно осей Ох и Оу
i i

Мх = Jy(s)p(s) ds, My = Jx(s)p(s) ds; B)
0 о

координаты центра масс

My Мх (
,

Хс =

^Г' ус = ^Г; C)
моменты инерции относительно осей Ох и Оу

1 i

h = Jy2(s)p(s) ds, Iy = Jx2(s)p(s) ds. D)
о о

Пусть плоская фигура Ф задана неравенствами

Vi(x) ^ у ^ У2(х), а < х < Ъ,

где у\(х), У2^х) — непрерывные на [а;Ь] функции. Пусть на Ф рас-

распределена масса с плотностью р(х). Массу т фигуры, статические

моменты Мх и Му, а также моменты инерции 1Х и 1у относительно

осей Ох и Оу вычисляют соответственно по формулам
ъ

т= (У2(х) - yi(x))p(x) dx, E)
а

1 )
Мх = -J (yl(x) - у\(х))р(х) dx, F)

а

Ъ

Му = Jx(y2(x) -y1(x))p(x)dx, G)
а

b

(j/fO) -yf(x))p(x)dx, (8)
a

b

Iy = Jx2(y2(x)
- y1(x))p(x) dx. (9)

a
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Пусть сектор задан в полярных координатах неравенствами

Ч>\ ^ Ч> ^ ^2, 0 ^ г ^ г(<р),
где 0 < (f2

-

pi ^ 2тг, г((р) — непрерывная функция на [^i;^]?
и пусть на секторе распределена масса с плотностью р(ср). Тогда

V, (Ю)

Мх = - Jг3 (<p) sin cpp(cp)dcp, A1)

МУ =
о

о

(is)

1 г

Iy = - / г ((р) со^

Координаты центра масс вычисляют по формулам C).
Пусть для тела п в пространстве Oxyz площади его поперечных

сечений плоскостями х = const известны как значения непрерывной

функции S(x), а ^ х ^ b, и пусть по п распределена масса с плот-

плотностью р(х). Массу т тела, его статический момент Moyz и момент

инерции Ioyz относительно плоскости Oyz вычисляют соответствен-

соответственно по формулам ь

т— S(x)p(x)dx, A5)
а

Ъ

Moyz = xS(x)p(x) dx, A6)
а

b

loyz — xS(x)p(x)dx, A7)
J
a

а абсциссу центра масс — по формуле

хс=^. A8)
т

Если тело П, получено при вращении вокруг оси Ох фигуры, за-

заданной неравенствами

0 ^ 2/1 (х) ^ 2/ ^ 2/2(ж), а ^ х ^ Ь,

где 2/i (х), 2/2(ж) — непрерывные функции, то в A5), A6) следует взять

S(x) =тг(у1(х) -у\(х)).
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Момент инерции 1ХХ такого тела вращения относительно оси враще-

вращения Ох находят по формуле
ъ

hx = f /(у$(х)
- У1(х))р(х) dx, A9)

а

а момент инерции 1уу относительно оси Оу (экваториальный момент

инерции) — по формуле
ъ

Iyy = \lxx+nfx2(yl(x)-yl(x))dx. B0)
а

Пусть поверхность S образована вращением вокруг оси Ох гра-

графика непрерывно дифференцируемой функции

у = у(х), у(х) ^ 0

на [а; 6], и пусть на этой поверхности распределена масса с плот-

плотностью р(х). Массу т поверхности, ее статический момент Moyz,
момент инерции Ioyz относительно плоскости Oyz и момент инер-

инерции 1ХХ относительно оси Ох вычисляют соответственно по форму-
формулам

ь

т = 2nfy(x)y/l + y'2(x)p(x) dx, B1)

MOyz = 27rjxy(x)y/l + yf2(x)p(x) dx, B2)

b

IOyz = 27rjx2y2(x)y/l + yf2(x)p(x) dx, B3)

Ixx = 27rjy3(x)^/l + y'2(x)p(x) dx, B4)

абсциссу центра масс находят по формуле A8).
Пусть цилиндрическая поверхность с направляющей х = x(s),

у = y(s) в плоскости Оху ограничена образующими и кривой

x = x(s), y = y(s), z = z(s), z(s)^0,
и имеет плотность p(s), 0 ^ s ^ I. Масса т и статические момен-

моменты Moyz, Mozx, Моху находят соответственно по формулам

т — \ p(s)z(s) ds, B5)
о

MOyz = Jp(s)x(s)z(s) ds, MOzx = Jp(s)y(s)z(s) ds,
о о i

MOxy = fp(s)z2(s)ds, B6)
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а координаты центра масс — по формулам

Если кривая, плоская фигура, тело или поверхность с распре-

распределенной массой вращается вокруг оси с постоянной угловой ско-

скоростью о;, то кинетическая энергия вращения равна

W = 1и;2/2, B8)
где / — момент инерции относительно оси вращения.

ПРИМЕРЫ С РЕШЕНИЯМИ

1. Приложения в геометрии.

Пример 1. Найти в первом квадранте х > 0, у > 0 гладкую

кривую, выходящую из точки (а;0), у которой длина отрезка любой

касательной от точки касания до точки пересечения с осью ординат

равна а.

А Для кривой, заданной параметрически х = x(t), у = y(t), урав-
уравнение касательной в точке (x(t);y(t)) имеет вид

(y-y(t))x'(t) = (x-x(t))y'(t). B9)
Если @; 2/i) — точка пересечения касательной с осью ординат, то по

УСЛОВИЮ 2 2 2
х (t) + (у\ — y(t)) = а . C0)

Полагая в B9) х = 0, получаем

(y1-y(t))x'(t) = -x(t)yl(t).
Если допустить, что x'(t) = 0, то получим, что и y'(t) = 0 (так как

x(t) > 0), что невозможно в силу гладкости кривой (x'2(t) -\-y'2(t) ф
Ф 0). Учитывая это, находим у\

— y(t) = —x(t)y'(t)/x'(t), а из C0) —

Отсюда следует, что

y'(t) = ±^f^At), C1)

и, значит,

fy'(T)dT = ± Va X(T)x'(T)dT, C2)

где to соответствует начальной точке (а;0), т. е. у (to) = 0, x(to) = a-

Поскольку
t t

/ 2
_ 2( \

I y'(r) dr = y(t) - у(t0) = y(t), f Уахт д/(г) dr = F(x(t
J J X{T)
to to
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где F(x) — первообразная функции л/а2 — х2/ж, т. е.

х2
F{x) = I

**

то из C2) следует, что

y(t) = ±F(x(t))

Так как x(t0) = a, F(a) = С, то

y(t) = ±^a*-x4t)+ "in-
а+

C3)

В качестве параметра можно взять ж, т. е. положить х = ?; тогда

2/(ж) = ± f\Ja2 - х2 + ^ In
a ~ ^.a2

~ Х<2
). C4)

V 2 а + va2 — ж2 /

Выясним, какой знак следует взять в C4). Так как х'(t) = 1,
то из C1) следует, что у' = ±л/а2 — х2/х. Если взять знак плюс,

то у'(х) ^ 0 при 0 < х ^ а, функция 2/(ж) возрастает и, поскольку
2/(ж) > 0, равенство у (а) = 0 невозможно. Следовательно, нужно взять

знак минус. Итак,

C5)у(х) = - Gа2 - ж2 + f In a~V^f! ).V 2 a + v a2 — x2 /

Можно было бы получить и иное параметрическое представление

кривой, причем иногда это удобно делать не на последнем этапе (в
C3)), а ранее, при интегрировании равенства C1). Например, полагая

в C1) х = asint, 0 < у ^ тг/2, получим

y\t) = -а

cos t

sint
C6)

(знак выбран по тем же соображениям, что и выше). Точка (а; 0) кри-
кривой соответствует параметру t = тг/2. Учитывая это, из C6) находим

тг/2
С

г/2/ / 2
С ,( ч у /" cos r ,

J y{r)dr = -aj —dr,

тг/2
= -a(cost + lntg(r/2)) = a(cost

т. е. кривая задана уравнениями

x = asint, ?/ = -(cos? + lntg(?/2)), 0 < t ^ тг/2. C7)
И уравнение C5), и система C7) задают половину известной кривой —

трактрисы. А
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2. Приложения в механике.

Пример 2. Фигура ограничена параболой у = h(l - ж2/а2), полу-

полуокружностью ж2 + у2 = г2 и осью Ож (рис. 9.1). Считая фигуру

однородной и /я = 1, найти координаты

центра масс фигуры и ее момент инерции

относительно оси Оу.
А Указанные величины найдем по

формулам C), E)-G), (9), полагая у<±
=

= /i(l — х2/а2), ?/1 (ж) = 0 при г < |ж| ^ а,

у1(х) = лЛ*2 — ж2 при |ж| ^ г. Из форму-
формулы E) для массы фигуры имеем

т = J (J/2О) - 2/i (ж)) dx =
а

= 2J(y2(x) -y1(x))dxJ
О

Рис. 9.1

rax

так как у\(х) и ^/2(%) — четные функции, и учитывая, что у\(х) = О

при г ^ ж ^ а, получаем
а

2
г

т = 2 fh(l- ^)dx-2 [л/г2 - х2 dx.

о о

Вычислив интегралы (второй, например, с помощью подстановки ж =

= гsint), найдем
т = (8а/1-Зтгг2)/б.

Из формулы G) имеем

а

Му = х(у2(х) - у\(ж)) dx = О,
— а

так как х{у2{х) — у\{х)) — нечетная функция. Отсюда

хс = Му/т = 0. C8;)
Как и следовало ожидать, центр масс находится на оси Оу — оси

симметрии фигуры. По формуле F) находим

а

1 г

мх =

2 у (у1(х) - уКх)) dx =

а а
2 9

г

= [h2 (l -?L) dx- [ (г2 - х2) dx = — Dah2 - 5r3).
J \ az / J 15
о о

Отсюда
M 4Dah2 5r3) ( ,MC8 }

2
- 5r3Mx

Момент инерции /у находим по формуле (9):
а а

2 2
г

1у= Г х2(у2(х) - y1(x))dx = 2 fx2h(l - ^ ) б?ж - 2 [



184 Гл. 2. Определенный интеграл и его приложения

C9)

Вычислив интегралы (второй — с помощью подстановки х = rsint),
ПОЛУЧИМ 4 з 7Г 4

у
~

15
а ~

8
Т '

Ответ дается формулами C8'), C9). А

Пример 3. Тело образовано при вращении фигуры, заданной

неравенствами
a ch (х/а) ^ у ^ a ch 1, О^ж^а,

вокруг оси Оу. Найти координаты центра масс тела, считая плотность

р=1.
А Мы можем считать фигуру заданной неравенствами а ^ у ^

^ achl, 0 ^ х ^ aarch(^//a), где archie — функция, обратная функ-
функции cht, t ^ 0. Тогда, считая у независимой переменной, применим

У1\

Рис. 9.2 Рис. 9.3

для нахождения массы тела формулу A5) с заменой х на у (рис. 9.2):
a ch 1 а ch I

2

?тг= / 5B/) б^/ = тга2 / f arch - J dy.
a a

После замены у
= acht, 0 ^ t ^ 1, получим

l

ш = тга3 ft2shtdt = Cchl - 2shl - 2)тга3
о

(вычисления сделаны с помощью формулы интегрирования по

частям). Пусть 5(ж), —а ^ х ^ а, — площади сечений тела плоскос-

плоскостями х = const. Тело симметрично относительно плоскости Oyz,
поэтому S(x) — четная функция (рис. 9.3). Тогда х S(x) — нечетная

функция, и согласно формуле A6)

MOyz = f xS(x)dx = 0.
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Значит, и хс
= Moyz/m — 0. Аналогично устанавливаем, что и zc

—

— О, т. е. центр масс находится на оси симметрии тела — оси Оу.
Для нахождения статического момента MoZx применим формулу,
аналогичную A6), с заменой х на у:

achl achl
2

MOzx = J yS(y)dy = 7ra2 J ?/(arch^) dy.
a a

После замены у
= acht получим

l l

MOzx =тга4 ft2chtshtdt = i тга4 ft2sh2tdt.
о о

Дважды интегрируя по частям, найдем, что

MOzx= ^Cch2-2sh2-l).
о

Отс1°Да
_

3ch2-2sh2-l
2/0 ~ 8Cchl-2shl-2)a*

Пример 4. Однородный цилиндр массы т с радиусом и высо-

высотой, равными а, жестко прикреплен стержнем

длины 2а к прямой I. Стержень расположен по У)
оси цилиндра, прямая I перпендикулярна этой а

оси (рис. 9.4). Найти кинетическую энергию ци-

цилиндра при вращении его вокруг / с угловой о

скоростью ио.

А Для того чтобы по формуле B8) найти ки- /

нетическую энергию, определим момент инер-

инерции цилиндра относительно прямой I. Введем
ис' '

систему координат, как показано на рис. 9.4 (ось Оу совпадает с осью

вращения /, ось Ох — с осью цилиндра). Момент инерции 1уу опре-

определим по формуле B0), а 1ХХ — по формуле A9). Цилиндр образован
вращением прямоугольника 0 ^ у ^ а, 2а ^ ж ^ За, следовательно,

2/i (ж) = 0, ?/2 (х) = а, и по A9) получаем
За

7!" 5
а

а 2а ЪаГ

Ixx= ^ J a Pdx=
2
pa

z

2a

где p
— плотность цилиндра. Теперь по формуле B0) находим

За

т
1 т ,

С 2 2 7 7Г 5 ,
19ТГ 5 ?9тг 5

i = - 1ХХ +7Г/Ж a pdx = —

pa -\ —-

pa = ——

pa .

2 J 4 3 12
2a

Учитывая, что р = m/V = m/тга3, получаем Iyy = 79ma2/12. От-

Отсюда VF = 79ma2oo2/24. A

3. Приложения к физическим задачам.

Пример 5. Скорость растворения соли в воде пропорциональна

количеству нерастворенной соли и разности между концентрацией

насыщенного раствора и концентрацией раствора в данный момент.
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Массу то кг соли растворяют в N л. воды. Концентрация насыщен-

насыщенного раствора равна с0 кг/л. За время Т растворилась половина соли.

3 2
За какое время растворится -ггпо кг соли (считать, что mo

= -Nco)T

А Пусть m(t) количество соли, растворившейся за время ?; тогда

dm m -r,-

скорость растворения равна ——, концентрация раствора с = —. По

условию
dm w

ч/ m\ //mx
— =A(mo-m)(co--J. D0)

Отсюда
ra'(t)

_

Л

(mo-m(t))(Nco-m(t))
~

TV'

t t

Г m(r)dr _

Л Г,

J (mo-m(r))GVco-m(r))
~

N J T'

о о

Правая часть здесь равна
— ?, а левая — F(m(r))

первообразная функции
1

где

(mo — m)(Nco — m)
'

F( ) — I
^m

—

^
1

(mo — m)(Nco — m) Nco —

mo mo
— m

то, что т@) = ttio,

2 , 3mo — 2m Л

3
Учитывая это, а также то, что m@) = mo, Nco = -mo, получаем

mo 2 (mo — m) TV

По условию m(T) = mo/2, поэтому

и, следовательно,

откуда

2 , Зто — 2m
_

2t ,

mo 2 (mo — m) Tmo
'

^
/, 3m0 -2m \ / ,

o? = i I In — г / In 2.
V 2(mo — m) JI

Подставляя сюда m = Зттго/4, находим время ti, за которое раство-

растворится такая масса соли:

tx =ГAпЗ)/1п2. А

Пример 6. Электрическая цепь содержит сопротивление R и име-

имеет коэффициент самоиндукции L. В начальный момент ток в цепи

отсутствует. В цепь подается внешнее напряжение V(t) = Vot/T, где

Т = L/R. Найти зависимость I(t) тока в цепи от времени.
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А Ток I(t) и скорость его изменения dl/dt связаны уравнением

RI(t) = V(t) ~L^, D1)
из которого следует, что

~аЧ+Т1=1т*'
Умножив обе части этого уравнения на е^т, получим, что левая часть

ellT — + —ellTI есть производная произведения ellTI{t)\ поэтому
at 1

Отсюда

о о

Здесь левая часть равна et//T/(t), так как /@) = 0. Правый интеграл

вычислим, применив формулу интегрирования по частям; в результа-

результате получим, что

Пример 7. Ракета с начальной массой т0 из состояния покоя

проходит участок длины I с постоянным ускорением а, испытывая

постоянную силу сопротивления F. Скорость истечения горючих га-

газов постоянна и равна и. Найти расход топлива на участке I.

А Движение материальной точки с переменной массой m(t) опи-

описывается уравнением Мещерского

m(t) ^ = F + Fp, D2)

где F — равнодействующая сил, приложенных к точке, Fp — реак-
реактивная сила, определяемая формулой

тл dm //1оЧ

Fp = u
—, D3)

где и — скорость присоединяющихся или отделяющихся частиц мас-

массы относительно данной точки. В данном случае v = at, внешняя сила

равна —F, и, учитывая, что векторы и и v противоположно направ-

направлены, из D2), D3) получаем

ГС!

/
о

ода

т'

та + F
dt

dm

dt

t

и'

та =

та + F

и

- ln(ma
а

-F- и

1

та -

+ F)
0

dm

~Ж

fF
dm

dt

t
i

и

1
i

и

, та

тоа

+ F

+ F

а

и
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Учитывая, что at2/2 = I, t = у/21/а, находим

т = -F/a + (mo + F/a)
и, следовательно, расход топлива равен

mo-m = (mo + F/a) (l -

О

Пример 8. Определить расход воды через прямоугольный водо-

водослив с высотой h и длиной а.

А Скорость, с которой жидкость вытекает из достаточно малого

отверстия в сосуде, находящегося на глубине /i, равна
v = \i\/2gh. D4)

Для воды принимают \i
— 0,6. Пусть {xj},

~

j = 0,1,2,...,п, — разбиение высоты во-

водослива (т. е. отрезка [0;/i]). В точках

х. прямоугольника высоты Axj = Xj
—

Xj-i,
j = l,2,...,n, и длины а (рис. 9.5) скорость

истечения воды Vj
= \iy/2g^^ где Xj-i ^

^ 0 ^ xj- Объем воды, вытекающей в еди-

единицу времени из такого прямоугольника,

равен
Рис> 9'5

AQj = Vj Axj а = /л л/2д а у/%] Axj .

Полный объем воды, проходящей в единицу времени через водослив,

т. е. расход воды, равен

Х3-1

В правой участи этого равенства стоит интегральная сумма для ин-

интеграла / л/xdx. В пределе, когда мелкость разбиения стремится к

о

нулю, получим

t

Q = [1 \/2ga I yfxdx = - \i\/2gab?'2.
J 3
о

Принимая \i — 0,6, будем иметь Q = 0,4 y/2gah3/2. A

Пример 9. Однородный стержень с длиной I и постоянным по

длине поперечным сечением площади S закреплен одним концом (х =
= 0). К другому концу (х = I) приложена вдоль оси стержня растя-

растягивающая сила Р. Эта сила уравновешена продольной нагрузкой, рас-

распределенной равномерно по длине со значениями q@) = q0, q(l) = 0.

Модуль продольной упругости материала стержня равен Е. Найти

абсолютное изменение длины стержня и потенциальную энергию уп-

упругих деформаций, накопленную стержнем.
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А Пусть осесимметричный стержень, ось которого примем за

ось ж, растянут или сжат. Согласно теории упругости, плоские се-

сечения стержня при деформации остаются плоскими, по поперечному
сечению площади S(x) равномерно распределены нормальные напря-
напряжения а(х), их равнодействующей является нормальная сила N(x) =

= a(x)S(x). Если стержень (или его участок), имевший в свободном

состоянии длину ж, получил удлинение А1(х), то

есть относительное удлинение стержня. Для материалов, подчиняю-

подчиняющихся закону Гука,

а(х)=Ее(х), D5)

где коэффициент Е — модуль продольной упругости

материала. Потенциальную энергию упругих дефор-

деформации стержня определяют по формуле

N2(x)dxи =

2ES(x)
' D6)

Рассмотрим равновесие части данного стержня,
заключенной между сечениями с координатами х и I

(рис. 9.6). Сумма проекций сил на ось х равна нулю,

поэтому .

P-N(x) - fq(z)dz = Q.

Рис. 9.6
Из условия следует, что q(x) = qo(l — х)/1, где go

—

значение распределенной продольной нагрузки на конце ж = 0, по-

поэтому /

/I
— z an о

Пп (]7 — Г) Р — N(t) — — A — т) — О

Ж

откуда

N(x)=P-qo(l-xJ/Bl).
Из условия уравновешенности распределенной продольной

нагрузки и силы Р следует, что реакция в месте закрепления ж = О

равна нулю, т. е. N@) = 0, откуда q0 = 2P/1. Следовательно,

Теперь находим нормальные напряжения:

_«М _,М_

относительные удлинения по формуле D5):

е(х) = ^^ = — A - L
ES :).
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и абсолютное изменение длины всего стержня:

|« D7,
О О

Потенциальную энергию упругой деформации стержня определя-
определяем по формуле D6):

U ~

J 2ES
~

2ES ] V Р
+

I* )аХ~ 15ES'
О О

Ответ дается формулами D7), D8). А

ЗАДАЧИ

1. Найти все функции у = у(х), у графика которых поднормаль во

всех точках одинакова и равна р > 0. Указать ту из этих функций,

график которой проходит через точку (р/2;р). (Поднормаль — это

проекция на ось Ох отрезка нормали от точки на кривой до точки

пересечения с осью Ох.)
2. Найти все кривые, у которых каждая нормаль проходит через

точку (жо;2/о).
3. Найти кривую, проходящую через точку (а; -1), а > 0, у кото-

которой проекция на ось Ох отрезка любой касательной от точки касания

до точки пересечения с осью Ох равна а.

4. Найти в первом квадранте кривую, проходящую через точ-

точку A;1), у которой отрезок любой ее нормали, заключенный между
осями координат, делится точкой кривой в отношении т : п,

т ф п, считая от оси Ох.

5. Найти в первом квадранте проходящую через точку A; 1) кри-

кривую, у которой отрезок любой касательной, заключенный между ося-

осями координат, делится точкой касания в отношении т : п, считая от

оси Ох.

6. Найти все кривые, у которых отрезок любой нормали от точки

кривой до точки переселения с осью Ох имеет длину а.

7. Найти все кривые, у которых отрезок любой касательной

от точки на кривой до точки пересечения с осью абсцисс имеет

длину а.

8. Найти кривые, проходящие через точку @; 2) и обладающие
свойством: угол между лучом, проведенным из начала координат в

произвольную точку кривой, и осью Ох равен углу между этим лу-

лучом и касательной к кривой в этой точке.

9. Точка начинает двигаться с ускорением а = ао/A - ft) из со-

состояния покоя при t = 0. Найти путь, пройденный точкой к тому

моменту, когда ее скорость достигнет значения vq.
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10. Точка М движется по прямой из начального (t = 0) положе-

положения О с начальной скоростью и0. Ускорение точки меняется по зако-

закону а = —2v$uosm.uot, t ^ 0. Найти расстояние от точки М до точки О

в момент t = 2тг/ио и путь, пройденный точкой к этому моменту.

11. Материальная точка двигалась равномерно и прямолинейно,
имея кинетическую энергию W. В момент времени t0 на нее начала

действовать постоянная по величине и направлению сила F, перпен-

перпендикулярная в момент to направлению скорости точки. Какой путь

пройдет точка за то время, в течение которого ее кинетическая энер-
энергия удвоится Г

12. Нерастяжимую нить сматывают с неподвижного барабана (ра-
(радиус которого R), держа ее в натянутом состоянии. Угловая скорость
точки схода нити по окружности барабана известна как функция вре-
времени oo(t), t ^ 0. Найти путь, пройденный концом нити за время Т.

Какой путь пройдет конец нити, когда точка схода нити с барабана
совершит полный оборотГ

13. Окружность радиуса г катится без скольжения по прямой в од-

одном направлении. В начальный момент на окружности отмечена точка

М, диаметрально противоположная точке касания окружности с пря-
прямой. Найти путь, пройденный точкой М к тому моменту, когда она

снова окажется в наивысшем положении.

14. Внутри окружности П, радиус которой Зг, находится, каса-

касаясь ее, окружность ио с радиусом г. На ио отмечена точка каса-

касания М. Окружность ио начинает катиться по п без скольжения

в одном направлении. Найти путь, пройденный точкой М окруж-
окружности ио:

1) к тому моменту, когда она снова попадет на окружность П;
2) за один оборот центра ио вокруг центра п.

Найти статические моменты Мх и Му кривой A5-17)*).
15. 1) х/а + у/Ь=1, х ^ 0, у^О; 2) х2 + у2 = а2, у ^ 0;
3) у2 = 2ж, 0 ^ х ^ 2; 4) у2 - р2 = 2рж, х ^ 0;

5) х2/а2 + у2/Ь2 = 1, у^0, а>Ъ;
6) у = асЬ(ж/а), 0 ^ х ^ а.

16. 1) х = asint, у = Ъcost, 0 ^ t ^ тг/2, а > Ь;

2) x = asin3t, y = bcos3t, 0 ^ t ^ тг/2;
3) х = a(t - sint), у — аA - cost), 0 ^ х ^ 2тг.

17. 1) г = 2а cos у?, 0 ^ у? ^ тг/2;
2) г = аA + cosy?), -тг ^ (р ^ тг; 3) г = ае^, 0 ^ (р ^ 2тг.

18. Доказать, что статический момент дуги АВ параболы отно-

относительно оси параболы равен Rq(Ra - ^б)/3, где Ro, Ra и Rb —

*) Считать в задачах этого параграфа р = 1, если не оговорено иное.
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радиусы кривизны параболы в ее вершине и точках А и В соот-

соответственно.

19. Найти координаты хс и ус центра масс кривой:

1) ж = Rcostp, у = Rs'mtp, \ip\ ^ а ^ тг;

2) ж2/3 + ?/2/3 = а2/3, ж ^ 0, у ^ 0; 3) 2/ = ach(x/a), \x\ ^ 6;
4) ж = 2/2/4-Aп?/)/2, 1^2/^2;
5) ж = a(t — sint), ^/ = аA — cost), 0 ^ t ^ 2тг;

6) г = аA + cosy?), 0 ^ у? ^ тг; 7) г = ае^, тг/2 ^ ^ ^ тг.

20. Доказать, что если однородная кривая имеет ось симметрии,

то центр масс кривой лежит на этой оси.

21. Доказать, что статический момент кривой относительно оси,

проходящей через центр масс, равен нулю.

22. Найти момент инерции отрезка, длина которого I, относитель-

относительно оси, лежащей с ним в одной плоскости и не пересекающей этот

отрезок, если расстояние до оси от одного конца отрезка равно а, от

другого
— Ъ.

23. Найти момент инерции 1Х кривой:
1) у = еж, 0 ^ х ^ 1/2;
2) х = i?cos(p, у = Rsmtp, 0 ^ ср ^ а ^ 2тг;

3) х2 + (у-аJ = Я2, а> Л.

24. Найти моменты инерции 1Х и 1у одной арки циклоиды

х = a(t — sint), у = a(l — cost), 0 ^ t ^ 2тг.

25. Пусть ось /о проходит через центр масс кривой и момент инер-

инерции кривой относительно оси 1$ равен //0. Пусть ось I параллель-
параллельна 10 и расстояние между этими осями равно d. Доказать, что

// =//о +sd2,
где // — момент инерции кривой относительно оси I, s

—

длина

кривой.

26. Найти статический момент однородного треугольника с осно-

основанием а и высотой h относительно оси, содержащей его основание.

27. Найти статический момент однородного круга с радиусом R

относительно:

1) одной из его касательных;

2) оси, отстоящей от центра круга на расстояние а.

28. Найти статические моменты Мх и Му фигуры, ограниченной
кривыми:

1) х/а + у/Ъ = 1, х = 0, у = 0, а > 0, Ъ > 0;
2) у = cosx, |ж| ^ тг/2, у = 0; 3) у = sinx, 0 ^ ж ^ тг, 2/ = 1/2;
4) 2/ = ж2, 2/ = л/^5 5) 2/ = 2/A + ж2), у = х2, х = 0, ж ^ 0;

6) з/2 = 2рж, 2/ = 0, ж = a, a > 0, 2/^0;
7) ж = asint, 2/ = bcost, \t\ ^ тг/2, у = 0;
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8) ж = a(t - sint), у = аA - cost), 0 ^ t ^ 2тг, 2/ = 0;
9) г = а<р, 0 ^ ср ^ тг; 10) г = аA + cos(p), \(р\ ^ тг.

29. Найти расстояние от центра масс до основания однородного

треугольника, если высота треугольника равна h.

30. Однородная пластина составлена из прямоугольника со сторо-

сторонами 2Ъ и h и полукруга с диаметром 26, приваренного к стороне

прямоугольника длины 2Ъ. Найти центр масс пластины.

31. Найти центр масс полукольца, ограниченного концентрически-
концентрическими полуокружностями радиусов г и R, R > г, и отрезками диаметра.

32. На каком расстоянии от большего основания однородной тра-
трапеции расположен ее центр масс, если основания трапеции равны а

и 6, а > 6, высота — hT

33. Плотность треугольной пластины меняется в зависимости от

расстояния ж до основания по закону р = роA + ax2/h2), где h —

высота пластины. При каком а центр масс пластины будет удален от

основания на расстояние Д/2Г

Найти координаты хс и ус центра масс фигуры, ограниченной
кривыми C4, 35).

34. 1) х2+у2 = Я2, О 0, 2/ = 0;
2) у = ахп, 0 ^ х ^ 6, ?/ = 0, ж = 6, п > 0;
3) 2/ = ft(l - х2/а2), у = 0, h > 0, а > 0;
4) 2/2 = ж3/а, х = а, ?/

= 0, а > 0, 2/ ^ 0;
5) ^/ = sin ж, 0 ^ х ^ тг, 2/ = 0;
6) ^/ = асп(ж/а), у = 0, \х\ = Ь, а> 0;
7) 2/ = cosx (|ж| ^тг/2), у = 1/2;
8) ^/ = 2ж/тг, ^/ = sin ж, ?/ = 0; 9) 2/2 = 2рж, ж2 = 2ру.

35. 1) v^ + у/у = у/Б, х = 0, у = 0; 2) ?/2 = 2ж, ж + у
= 4;

3) ?/ = ж3, ж + 2/
= 2, ж = 0; 4) у2 = ах3 - ж4;

5) ж2/а2 + у2/Ъ2 = 1, ж ^ 0, О 0, ж = 0, г/ = 0;

6) ж2/3 + 2/2/3 = а2/3, ж ^ 0, О 0, ж = 0, 2/ = 0;
7) ж = а(? — sint), 2/ = аA — cost), 0 ^ t ^ 2тг, ?/ = 0;
8) ж2 + у2 = а2, ж2/а2 + у2/Ь2 = 1, ж = 0, О 0, ж ^ 0.

36. Найти координаты центра масс фигуры, ограниченной кривы-
кривыми у2 = 4ж, у = 2, ж = 0, если плотность фигуры р = х.

37. Найти центр масс сектора однородного круга с центральным

углом 2а; радиус круга равен г.

38. Найти координаты хс и ус центра масс фигуры, ограниченной
в полярных координатах:

1) полувитком архимедовой спирали г = сыр, 0 ^ (р ^ тг, и луча-

лучами (^ = 0 и (р = тг;

2) кардиоидой г = аA +
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3) правой петлей лемнискаты Бернулли г2 = a2 cos 2<p;
4) кривой г = asin2(p, 0 ^ (р ^ тг/2;
5) кривыми г = л/2, г = 2 sin (р, тг/4 ^ <р ^ Зтг/4.
39. Из однородного круга, радиус которого R, вырезана часть,

ограниченная окружностью радиуса R, проходящей через центр дан-

данного круга. Найти центр масс оставшейся части круга.

40. Доказать, что если однородная фигура имеет ось симметрии,

то центр масс лежит на этой оси.

41. Доказать, что точка плоскости, определяемая для кривой или

фигуры формулами
хс = Му/т, ус = Мх/т

(т. е. центр масс), не зависит от выбора системы координат.

42. Найти в первом квадранте такую кривую у
= у(х), что

абсцисса центра масс однородной фигуры, заданной неравенства-
неравенствами 0 ^ ж ^ ?, 0 ^у ^ $/(?), равна ?(п

- l)/n, f > 0, п > 2.

43. Найти моменты инерции однородного прямоугольника со сто-

сторонами а и Ъ относительно его осей симметрии.

44. Найти момент инерции однородного прямоугольника со сто-

сторонами а и Ъ относительно оси, параллельной сторонам, длины ко-

которых Ь, и удаленной от ближайшей из них на расстояние с.

45. Найти момент инерции однородного круга радиуса R относи-

относительно его диаметра.

46. Найти момент инерции однородного круга радиуса R относи-

относительно оси, лежащей в плоскости круга и отстоящей от его центра на

расстояние а.

47. Найти момент инерции однородного треугольника с основани-

основанием а и высотой h относительно:

1) оси, содержащей его основание;

2) оси, проходящей через вершину параллельно основанию;

3) оси, проходящей через центр масс треугольника параллельно
основанию.

48. Найти момент инерции однородного полукруга, радиус кото-

которого Л, относительно ограничивающего его диаметра.

49. Найти моменты инерции однородного эллипса с полуосями а

и Ъ относительно его осей симметрии.

50. Найти моменты инерции /ж, 1у фигуры, ограниченной кри-
кривыми:

1) y/h = ж2/а2, у — h\ 2) ay — 2ах - ж2, у — 0.

51. От однородного круга (с радиусом R) отсечены два сегмен-

сегмента параллельными хордами, каждая из которых удалена от центра на

расстояние h. Найти момент инерции оставшейся части круга отно-

относительно оси, проходящей через центр параллельно хордам.
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52. Найти момент инерции однородного квадрата со стороной а

относительно его диагонали.

53. Найти момент инерции однородного правильного шестиуголь-

шестиугольника со стороной а относительно его большей диагонали.

54. Из однородного круга, радиус которого Л, вырезан сектор с

центральным углом а ^ тг. Найти момент инерции этого сектора от-

относительно:

1) его оси симметрии;

2) прямой, перпендикулярной его оси симметрии и проходящей че-

через центр круга;

3) оси, содержащей радиус, ограничивающий сектор.

55. Прямой круговой однородный конус имеет высоту h. На каком

расстоянии от основания конуса находится его центр массГ

56. Найти расстояние от центра масс однородного полушара ра-

радиуса R до его основания.

57. Найти центр масс однородного усеченного конуса с радиусами
оснований R и г, R > г, и высотой h.

58. Найти расстояние от центра масс прямого кругового конуса с

высотой h до его основания, если плотность конуса в точке пропор-

пропорциональна:

1) расстоянию от точки до основания;

2) квадратному корню из расстояния до основания.

59. Найти координаты центра масс тела, образованного при вра-

вращении вокруг оси Ох фигуры, заданной неравенствами 0 ^ х ^ а,

У2 ^ 2рж.

60. Найти координаты центра масс части однородного шара х2 +
+ у2 + z2 ^ а2, лежащей в первом октанте.

61. Найти центр масс тела, ограниченного поверхностями

х2 +у2 = 2p(z-h), x2+y2 = 2ph, z = 0, р > 0, h > 0.

62. Найти центр масс однородного тела, образованного при враще-
вращении сектора круга с радиусом R и с центральным углом а вокруг его

граничного радиуса.

63. От однородной сферы с радиусом R отсечена плоскостью, про-

проходящей через ее центр, полусфера. Найти расстояние от центра масс

этой полусферы до секущей плоскости.

64. Прямой круговой конус имеет высоту h и радиус основа-

основания R. Найти расстояние до основания конуса от центра масс:

1) его боковой поверхности; 2) его полной поверхности

(считая их однородными).
65. От однородного параболоида вращения отсечен плоскостью,

перпендикулярной оси вращения, сегмент высотой h. Найти рас-
расстояние от центра масс сегмента до секущей плоскости.
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66. Найти момент инерции однородного:

1) прямого кругового конуса с высотой h и радиусом основа-

основания R относительно плоскости основания;

2) полушара с радиусом R относительно плоскости основания.

67. Найти момент инерции однородного шара радиуса R относи-

относительно диаметра.

68. Найти момент инерции относительно оси вращения однород-
однородного:

1) прямого кругового цилиндра с радиусом R и высотой h;
2) полого цилиндра с высотой h, внутренним радиусом г и внеш-

внешним радиусом R;
3) прямого кругового конуса с высотой h и радиусом основа-

основания R;
4) усеченного конуса с высотой h и радиусами оснований R и г,

R >г;

5) тела, ограниченного параболоидом вращения и плоскостью, про-

проведенной на расстоянии h от вершины перпендикулярно оси; радиус

окружности сечения равен R;
6) тела, ограниченного гиперболоидом вращения

x2/2 + y2/2-z2 = 1

и плоскостями z = 0, z = 1;
7) тела, ограниченного поверхностями

х2 +у2 = 2p(z-h), x2+y2 = 2ph, z = 0, р > 0, h > 0.

69. Фигура, заданная неравенствами 0^ж^1, 0^^/^еж, враща-
вращается:

1) вокруг оси Ох; 2) вокруг оси Оу.
Считая получающееся тело вращения однородным, найти его мо-

момент инерции относительно оси вращения.

70. Эллипс х2/а2 +у2/Ь2 = 1 вращается:

1) вокруг оси Ох; 2) вокруг оси Оу.
Считая получающийся эллипсоид однородным, найти его момент

инерции относительно оси вращения.

71. Тор образован вращением круга радиуса г вокруг оси I, ле-

лежащей в плоскости круга и отстоящей от центра круга на расстоя-

расстояние d. Найти момент инерции тора относительно оси I (d > г).
72. Найти момент инерции относительно диаметра основания

однородного:

1) цилиндра радиуса R и высоты h;
2) конуса с радиусом основания R и высотой h.

73. Радиусы оснований прямого усеченного конуса равны г и 2г,
угол между образующей и основанием равен тг/3. Найти центр
масс его:
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1) боковой поверхности; 2) полной поверхности.

74. Найти центр масс оболочки, являющейся:

1) сферическим поясом с высотой h;

2) сегментом с радиусом основания R и высотой Лл/3/2, отсечен-

отсеченным от параболоида вращения плоскостью, перпендикулярной
его оси.

75. Найти центр масс части поверхности цилиндра, заключенной

между плоскостями z = 0 и z = hy/R, у ^ 0, если цилиндр задан

уравнением:

1) х2 + у2 = R2; 2) х2/3 + у2/3 = Я2/3.

76. Найти момент инерции:

1) боковой поверхности цилиндра с радиусом R и высотой h от-

относительно его оси;

2) боковой поверхности конуса с высотой h и радиусом основа-

основания R относительно его оси;

3) сферы радиуса R относительно ее диаметра.

77. Гладкая кривая и не пересекающая ее ось лежат в одной плос-

плоскости. Доказать, что площадь поверхности, полученной при враще-
вращении кривой вокруг оси, равна произведению длины кривой на длину

окружности, описанной центром масс этой кривой (первая теорема
Гулъдина).

78. Доказать, что объем тела, полученного при вращении плоской

фигуры вокруг не пересекающей ее оси, лежащей в плоскости фигу-
фигуры, равен произведению площади этой фигуры на длину окружнос-

окружности, описанной центром масс этой фигуры (вторая теорема Гулъдина).

79. Пусть оси п и п\ параллельны, расстояние между ними рав-

равно d, пусть гладкая кривая L и ось п\ лежат по разные стороны от п.

Пусть S и Si — площади поверхностей, образованных при вращении
кривой L вокруг осей п и ni соответственно. Доказать, что Si =

= S + 2тгсй, где I — длина кривой L.

80. Пусть оси п и ni параллельны, расстояние между ними рав-

равно d, пусть фигура Ф и ось ni лежат по разные стороны от п. Пусть
V и Vi — объемы тел, образованных при вращении фигуры Ф вокруг
осей п и ni соответственно. Доказать, что Vi = V + 2тгб?5, где S —

площадь фигуры Ф.

81. Тор образован вращением круга радиуса г вокруг оси, лежа-

лежащей в одной плоскости с кругом и удаленной от его центра на рас-

расстояние б?, d > г. Используя теоремы Гульдина, найти:

1) площадь поверхности тора; 2) объем тора.

82. Эллипс с полуосями а и 6, а > 6, вращается вокруг прямой,

параллельной большой оси эллипса и отстоящей от нее на расстоя-
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ние d> Ъ. Используя теорему Гульдина, найти объем получающегося

тела вращения.

83. Дуга окружности радиуса г имеет угловой размер а. Исполь-

Используя теорему Гульдина и формулу для площади сферического слоя, най-

найти центр масс дуги.

84. Найти центр масс полукруга радиуса г, используя теорему

Гульдина.
85. Найти площадь поверхности и объем тела, полученного враще-

вращением правильного треугольника со стороной а вокруг оси, отстоящей
от его центра на расстояние d > а/л/З-

86. Правильный n-угольник со стороной а вращается вокруг одной

из сторон. Найти площадь поверхности и объем получающегося тела

вращения.

87. Квадрат со стороной а вращается вокруг прямой, проходящей
через его вершину и составляющей угол ср с диагональю квадрата,

выходящей из этой вершины, тг/4 ^ ip ^ тг/2. Найти площадь поверх-
поверхности и объем получающегося тела вращения.

88. Правильный треугольник со стороной а вращается вокруг пря-

прямой, проходящей через его вершину и не имеющей с треугольником

других общих точек. Каков наибольший возможный объем получаю-

получающегося тела вращенияГ
89. Фигура, ограниченная двумя арками циклоид

х = a(t — sint), у = ±аA - cost), 0 ^ t ^ 2тг,

вращается вокруг оси Оу. Найти площадь поверхности и объем полу-

получающегося тела вращения.

90. Используя формулы для длины астроиды ж2/3 + у21ъ — а2/3 и

для площади ограниченной ею фигуры (задача 72, 1) и пример 4 § 7

(при Ъ = а), найти площадь поверхности и объем тела, образованного
при вращении астроиды вокруг прямой х + у

= а.

91. Одна поверхность образована при вращении арки циклоиды

х = a(t - sint), у = аA - cost), 0 ^ t ^ 2тг,

вокруг оси Ох, другая
—

при вращении той же арки вокруг пря-
прямой у = 2а. Найти отношение площадей этих поверхностей.

92. Тонкий однородный стержень имеет массу т и длину I. Какую

работу необходимо совершить, чтобы раскрутить стержень до угловой

скорости uj вокруг оси, проходящей через его конец перпендикулярно

стержнюГ
93. Тонкая однородная проволока массы ш, согнутая в полу-

полуокружность радиуса г, вращается вокруг оси, проходящей через ее

концы, с угловой скоростью ио. Найти кинетическую энергию прово-
проволоки.
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94. Найти кинетическую энергию прямоугольника с плот-

плотностью р и сторонами а и Ь, вращающегося с угловой скоростью ио

вокруг своей оси симметрии, параллельной стороне длины а.

95. Однородная прямоугольная пластина со сторонами а и Ъ и

массой т вращается вокруг стороны а с угловой скоростью ио. Найти

кинетическую энергию пластины.

96. Найти кинетическую энергию однородного круга плотнос-

плотности р и радиуса R, вращающегося с угловой скоростью ио вокруг

оси, лежащей в плоскости круга и удаленной от его центра на рас-
расстояние d > R.

97. Найти кинетическую энергию однородного треугольника
плотности р с основанием а и высотой /i, вращающегося с угловой

скоростью ио вокруг своего основания.

98. Однородный цилиндр с радиусом R, высотой h и массой т

вращается вокруг своей оси с угловой скоростью ио. Найти кинети-

кинетическую энергию цилиндра.

99. Какую работу необходимо совершить, чтобы остановить од-

однородный шар радиуса R, вращающийся вокруг своего диаметра с

угловой скоростью ио Г Масса шара т.

100. Однородный цилиндр массы т, радиуса R и длины I враща-
вращается с угловой скоростью ио вокруг прямой, проходящей через

центр цилиндра перпендикулярно его оси. Найти кинетическую

энергию цилиндра.

101. Однородный шар массы т и радиуса R, прикрепленный к ни-

нити длины I, вращается с угловой скоростью ио (центр шара движется

по окружности). Найти кинетическую энергию шара.

102. Однородный конус массы т с радиусом основания R и высо-

высотой h вращается с угловой скоростью ио вокруг прямой, проходящей
через его вершину перпендикулярно оси конуса. Найти кинетическую

энергию конуса.

103. Бак (прямоугольный параллелепипед) заполнен жидкостью

плотности р. Высота боковой стенки равна /i, длина а. Найти:

1) силу давления на стенку;

2) глубину точки приложения равнодействующей давления.

104. В жидкость плотности р опущена вертикально прямоуголь-

прямоугольная пластина со сторонами а и Ъ так, что сторона а, ближайшая к

поверхности, находится на глубине h. Найти силу давления на плас-

пластину.

105. Пластина в форме прямоугольного треугольника с катета-

катетами а и Ъ опущена вертикально в жидкость плотности р так, что ка-

катет а находится на поверхности жидкости. Найти силу давления

жидкости на пластину.
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106. Пластина, имеющая форму равнобедренного треугольника с

основанием а и высотой Ь, вертикально погружена в жидкость плот-

плотности р. Вершина треугольника находится на поверхности жидкости,
основание параллельно этой поверхности. Найти:

1) силу давления жидкости на пластину;

2) глубину точки приложения равнодействующей давления.

107. В жидкость плотности р вертикально погружена пластина,

имеющая форму трапеции с основаниями а и b, a > b, и с высо-

высотой h. Большее основание трапеции находится на поверхности

жидкости. Найти:

1) силу давления на пластину;

2) глубину точки приложения равнодействующей давления.

108. Круглая пластина радиуса г вертикально опущена целиком

в жидкость плотности р. Центр пластины находится на глубине h.
Найти:

1) силу давления на пластину;

2) глубину точки приложения равнодействующей давления.

109. Пластина, имеющая форму эллипса с полуосями а и Ъ (Ь < а),
вертикально погружена в жидкость плотности р так, что малая ось

эллипса находится на поверхности жидкости. Найти силу давления на

погруженную часть пластины.

110. Прямоугольная пластина со сторонами а и b, a > b, цели-

целиком погружена в жидкость плотности р так, что ее большие сторо-

стороны параллельны поверхности жидкости и нижняя из них находит-

находится от поверхности на глубине h. Плоскость пластины составляет с

плоскостью поверхности жидкости угол а. Найти силу давления на

пластину.

111. Электрическая цепь имеет в начальный момент сопротив-

сопротивление R Ом, которое в дальнейшем равномерно возрастает со ско-

скоростью а Ом/с. В цепь подано постоянное напряжение V В. Найти

заряд, протекший через цепь за Т с.

112. Сопротивление проводника в зависимости от его температуры
меняется по закону R = RqA + а@), где Rq — сопротивление при

0 = 0°С, а = const > 0. Проводник, к которому приложено напряже-

напряжение V, равномерно нагревают в течение времени Т от температу-

температуры 01 до температуры 02. Какой заряд пройдет за это время через

проводникГ

113. Вычислить массу земной атмосферы, приняв, что ее плот-

плотность меняется с высотой по закону р = poe~ah, где h — расстояние
от поверхности Земли (Землю считать шаром радиуса R).

114. При охлаждении температура тела, окруженного средой
с постоянной температурой 0ср, меняется со временем по зако-

закону dQ/dt = -k(® - 0ср), к > 0 (Ньютон).
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Найти зависимость от времени температуры тела, имевшего на-

начальную температуру 0О.

115. Тело окружено средой с постоянной температурой 0ср =

= 20 °С. За 20 мин температура тела в результате охлаждения по-

понизилась со 100 °С до 60 °С. За какое время от начала охлаждения

температура тела снизится до 30 °СГ

116. Открытый бассейн, объем которого V м3, заполнен смесью

двух жидкостей А и В с т % жидкости В (по объему). В бассейн

начинают подавать со скоростью р м3/мин смесь тех же жидкостей,
содержащую п% жидкости В. Считая, что перемешивание в бассейне

происходит мгновенно, найти зависимость от времени процентного

содержания жидкости В в объеме бассейна.

117. Скорость радиоактивного распада пропорциональна имеюще-

имеющемуся количеству вещества с коэффициентом Л — постоянной радио-

радиоактивности. За год распалось п% первоначального количества ве-

вещества. Найти его период полураспада (время, за которое распа-

распадается половина вещества).
118. Пусть в химической реакции из моля вещества А и моля

вещества В получается моль вещества С. Пусть а и Ъ — началь-

начальные количества молей веществ А и В, а > Ъ. Считая, что скорость

реакции в каждый момент времени пропорциональна с коэффициен-
коэффициентом к произведению имеющихся в данный момент реагирующих масс

веществ, найти количество молей вещества С к моменту t > 0.

119. Скорость химической реакции, переводящей вещество А в

вещество В, пропорциональна произведению концентраций этих ве-

веществ. Первоначальная концентрация вещества В равна /iq (отноше-
(отношение количества В к общему количеству веществ А и В). Найти за-

зависимость от времени концентрации вещества В.

120. В условиях предыдущей задачи найти концентрацию вещест-

вещества В через t = 1 ч, если /iq = 0,2, а концентрация через t = 1/4 ч

равна 0,8.
121. Ток / в цепи с сопротивлением R и коэффициентом самоин-

самоиндукции L удовлетворяет уравнению

где V — внешнее напряжение, поданное в цепь. Найти зависи-

зависимость /(?) тока в цепи от времени, если:

1) цепь разомкнули в момент t = 0 и ток в цепи в этот момент был

равен /о;
2) в момент t = 0 тока в ней не было и в цепь подали постоянное

напряжение V.

122. Однородный стержень длины 2а имеет массу М. Матери-
Материальная точка массы т расположена на срединном перпендикуляре к
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стержню на расстоянии Ъ от его середины. С какой силой стержень

притягивает точкуГ

123. Однородный бесконечный стержень имеет линейную плот-

плотность р. Материальная точка массы т расположена на расстоя-

расстоянии I от стержня. С какой силой стержень притягивает точкуГ

124. Катет АВ прямоугольного треугольника ABC (AA = 90°)
является материальным однородным стержнем длины 4а и массы М.

В вершину С помещена материальная точка массы т, АС = За:

1) найти силу, с которой стержень АВ притягивает точку С;
2) в каком месте стержня АВ следует расположить материальную

точку и какой массы, чтобы она притягивала точку С с той же силой,
что и стержень ABY

125. Однородный бесконечный стержень с линейной плот-

плотностью р согнут в форме угла. На прямой, содержащей биссектри-
биссектрису этого угла, расположена материальная точка массы т на расстоя-

расстоянии h от вершины угла. С какой силой стержень притягивает точкуГ

126. В декартовой системе координат Оху материальная прямая

задана уравнением у = 0, ее линейная плотность меняется по зако-

закону р{х) = а\х\, а > 0. С какой силой эта прямая притягивает точку

массы т, расположенную на оси ординатГ

127. С какой силой однородное материальное полукольцо мас-

массы М и радиуса г притягивает материальную точку массы т, нахо-

находящуюся в его центреГ

128. Материальная окружность имеет линейную плотность р и

радиус г. На перпендикуляре к плоскости окружности, проходящем

через центр окружности, находится материальная точка массы т

на расстоянии а от центра. С какой силой окружность притягивает

точкуГ

129. Материальный круг радиуса г имеет поверхностную плот-

плотность р. На перпендикуляре к плоскости круга, проходящем через
его центр, находится материальная точка массы т на расстоянии а

от центра. С какой силой круг притягивает точкуГ

130. Материальная плоскость имеет поверхностную плотность р.
С какой силой плоскость притягивает материальную точку массы т,

находящуюся на расстоянии а от плоскостиГ

131. На единичной окружности х = cos(p, у = sin(p, 0 ^ (р ^ 2тг,
распределен заряд с линейной плотностью

JT а>1
a — cos cp

В точке (а; 0) находится заряд q. Найти силу, действующую на

этот заряд.
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132. Пуля, пробив доску толщины /i, изменила свою скорость со

значения v\ на значение v2. Считая силу сопротивления пропорцио-
пропорциональной квадрату скорости, найти время движения пули в доске.

133. Материальной точке, находящейся на поверхности Земли

(радиус Земли равен R), сообщена начальная вертикальная ско-

скорость vo
= y/2gR (вторая космическая скорость). За какое время

точка удалится от поверхности Земли на расстояние, равное SR

(сопротивлением воздуха пренебречь)Г
134. Маховик, находящийся в жидкости, приводится во вращение

из состояния покоя вращающим моментом М. Момент сопротивления

жидкости меняется по закону Мс = кио2, где к = const, и;
—

угловая

скорость маховика. За какое время угловая скорость маховика воз-

возрастет до значения с^оГ

135. Однородному стержню длины 21, лежащему на горизонталь-
горизонтальной плоскости, сообщена угловая скорость и; вокруг вертикальной

оси, проходящей через центр стержня. Определить время вращения

стержня до остановки, считая его давление на плоскость постоянным

по длине стержня, а коэффициент трения о плоскость равным к.

136. Точка, имевшая начальные массу т0 и скорость и0, движет-

движется прямолинейно. Скорость относительно точки отделяющихся от нее

частиц постоянна и равна и, внешние силы отсутствуют. Найти массу
точки в тот момент, когда ее скорость равна v\.

137. Масса ракеты с топливом равна М, без топлива — т, ско-

скорость истечения продуктов горения относительно ракеты постоянна

и равна и, начальная скорость ракеты равна нулю. Найти скорость

ракеты после сгорания топлива.

138. Ракета, имеющая начальные скорость v0 и массу т0, тормо-

тормозится своим двигателем до нулевой скорости. Расход топлива в еди-

единицу времени постоянен и равен /i, скорость истечения продуктов

сгорания постоянна и равна и. Найти длину пути торможения.

139. Ракета движется вертикально вверх с поверхности Земли,
имея начальную скорость и0. Скорость истечения горючих газов от-

относительно ракеты постоянна и равна и. Требуется за время Т дос-

достичь скорости i>i, имея конечную массу шп\. Какова должна быть

масса топлива (изменением силы тяжести, сопротивлением воздуха и

вращением Земли пренебречь).
140. Ракета стартует с поверхности Земли с начальной массой то

и движется вертикально вверх с постоянной скоростью i?q. Скорость
истечения продуктов сгорания относительно ракеты постоянна и рав-

равна и. Найти зависимость массы ракеты от времени. Радиус Земли

равен R, сопротивлением воздуха и вращением Земли пренебречь.

141. Капля воды падает в неподвижном воздухе под действием
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постоянной силы тяжести (сопротивлением воздуха пренебречь). На-

Начальные масса, радиус и скорость капли равны соответственно m0, r0

и i?o. Вследствие конденсации паров масса капли увеличивается. Най-

Найти скорость капли в тот момент, когда ее радиус увеличился

в а раз, если скорость увеличения массы капли меняется в зависи-

зависимости от радиуса г по закону:

1) dm/dt = кг; 2) dm/dt = кг2.

142. Точка движется прямолинейно по закону s = k\ta, где к\ —
— const > 0, s

—

путь, пройденный точкой за время t. На точку

действует сила сопротивления F = k2v@, к2 > 0, где v — скорость
точки. Найти работу силы сопротивления на пути от s = 0 до s = a,

если:

1) а = 3, /3 = 1; 2) а = 3, /3 = 2; 3) а = 4, /3 = 2.

143. В цилиндре радиуса R под поршнем находится идеальный

газ под давлением р. Поршень передвигают с расстояния Н от дна до

расстояния Н/2. Найти необходимую для этого работу, если сжатие

происходит:

1) изотермически; 2) адиабатически с показателем к > 1.

144. Идеальный газ, находящийся в замкнутом цилиндре под

действием рь сжимают поршнем, на который действует постоянное

внешнее давление. Начальная скорость поршня равна нулю, трением
и утечкой пренебречь. Какое минимальное внешнее давление необхо-

необходимо, чтобы сжать газ до давления р2:

1) изотермически;

2) адиабатически с показателем адиабаты к > 1Г

145. Электростатическое поле в вакууме создано зарядом q. Най-

Найти работу, необходимую для перемещения заряда q\ из точки А в

точку В, удаленные от заряда q соответственно на расстоя-
расстояния Ri и R2, Ri > R2-

146. Какая энергия необходима, чтобы удалить тело массы т с

поверхности Земли в бесконечность (радиус Земли равен R)Y
147. Однородный цилиндр веса G и высоты Н плавает, частично

погруженный в воду основанием вниз. Высота надводной части ци-

цилиндра равна h. Какую работу нужно совершить, чтобы:

1) погрузить цилиндр целиком в воду;

2) извлечь цилиндр из водыГ

148. Цилиндрический бак заполнен жидкостью. Однородный
цилиндр плавает, наполовину погрузившись в жидкость основа-

основанием вниз. Площадь основания цилиндра в 3 раза меньше площади

поперечного сечения бака, высота цилиндра равна Я, вес — G. Ка-

Какую работу нужно совершить, чтобы погрузить цилиндр целиком в

жидкостьГ
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149. Однородный конус высоты Н погружают в однородную

жидкость основанием вниз на глубину /гь а затем отпускают. Плот-

Плотность жидкости в 1,2 раза больше плотности конуса. Ось конуса все

время вертикальна. Пренебрегая рассеянием энергии в жидкость, опре

делить, на какую глубину следует затопить вершину конуса, чтобы:

1) конус полностью выскочил из жидкости;

2) конус, выскочив из жидкости, поднялся над ее поверхностью на

высоту h.

150. Цилиндрический бак с радиусом R и высотой Н заполнен

до высоты h жидкостью плотности р. Ось бака вертикальна. Какая

работа необходима для того, чтобы выкачать жидкость из бакаГ

151. Цилиндрическая цистерна радиуса R наполовину заполнена

жидкостью, вес которой равен G. Ось цистерны горизонтальна. Ка-

Какую работу нужно произвести, чтобы выкачать жидкость через люк

в верхней части цистерныГ

152. Какое количество работы необходимо для того, чтобы насы-

насыпать коническую кучу песка с высотой Н и радиусом основания R.

Плотность песка равна р.

153. Найти работу, которую нужно затратить, чтобы выкачать

воду из бака, целиком заполненного жидкостью плотности р, если

бак имеет форму:

1) полусферы радиуса R;

2) сегмента параболоида вращения, расположенного вершиной
вниз и имеющего глубину Н и радиус отверстия R.

154. В стенке прямоугольного бака, заполненного жидкостью,

проделано прямоугольное отверстие высоты h и ширины Ъ. Верх-
Верхняя сторона отверстия параллельна уровню жидкости и отстоит от

него на глубину Н. Найти расход жидкости через это отверстие. Уро-
Уровень жидкости в баке поддерживается постоянным.

155. Цилиндр высоты Н и радиуса R заполнен жидкостью. Ось ци-

цилиндра вертикальна. В дне цилиндра открыто малое отверстие

площади S. За какое время жидкость вытечет из цилиндраГ

156. Цилиндрический бак, расположенный вертикально, имеет

малое отверстие в дне. Половина воды из полного бака вытекла

за t мин. За какое время вытечет вся водаГ

157. Конический сосуд с вертикальной осью, радиусом основа-

основания R и высотой Н заполнен жидкостью. В вершине, расположен-
расположенной внизу, открыто малое отверстие с площадью S. За какое время

жидкость вытечет из сосудаГ

158. Какую форму должен иметь сосуд, являющийся телом враще-

вращения, чтобы понижение уровня жидкости при истечении ее из малого

отверстия в нижней части было равномернымГ
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159. Величины напряжения и тока в цепи переменного тока зада-

заданы формулами
U = Uo sinoot, I = /о sm(u;t - ф).

Найти работу тока за период Т = 2тт/ио. При какой разности

фаз ip эта работа будет максимальнойГ

160. На постоянное сопротивление R подано переменное напря-
напряжение U = Uosinut. Постоянное напряжение какой величины сле-

следует подать на сопротивление Л, чтобы выделяющееся на нем за

время Т = 2тг/ио тепло было равно теплу, выделяющемуся за тот

же периодГ
161. Сопротивление электрической цепи равно R, коэффициент

самоиндукции
— L. Найти количество тепла, выделившегося на со-

сопротивлении R при:

1) затухании тока в разомкнутой цепи, если вначале ток равен /о

(см. задачу 121, 1));
2) возрастании тока от нуля до значения V/BR) в цепи, на кото-

которую подали напряжение V (см. задачу 121, 2)).
162. Масса m жидкости с удельной теплоемкостью с контактиру-

контактирует со средой, температура которой постоянна и равна ©о > 0. За счет

рассеивания в окружающую среду тепла жидкость может охлаждать-

охлаждаться. Известно, что процесс охлаждения подчиняется закону Ньютона

(задача 114) и на охлаждение данной массы жидкости от температу-

температуры 3©о до температуры 2©о нужно время т. Жидкость начинают

нагревать теплом, выделяющимся на постоянном сопротивлении Л,
к которому подключено постоянное напряжение V. За какое время

жидкость нагреется от температуры ©о до температуры 4©оГ

163. Проволока имеет площадь поперечного сечения 5, длину L,
модуль продольной упругости материала равен Е. Какую работу нуж-
нужно совершить, чтобы удлинить проволоку на 1Г

164. Проволока имеет длину L, площади ее любых поперечных

сечений одинаковы. Материал проволоки имеет плотность р, модуль

продольной упругости Е. На сколько удлинится проволока, если ее

подвесить вертикальноГ
165. Проволока весом G постоянного поперечного сечения подве-

подвешена вертикально. Под действием собственного веса она удлинилась

на /0- Какую работу нужно совершить, чтобы растянуть проволоку

еще на 1Г

166. Однородный конический стержень с длиной I и радиусами

оснований г и R, г < R, закреплен широким концом. К узкому концу

стержня приложена растягивающая продольная сила Р. Модуль про-

продольной упругости материала равен Е. Найти абсолютное удлинение

стержня и потенциальную энергию упругих деформаций, накоплен-

накопленную в стержне.
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167. Коническая колонна изготовлена из однородного материала

с плотностью р и модулем продольной упругости Е. Высота колон-

колонны равна Н, радиусы оснований Лиг, R > г. Насколько сожмет-

сожмется колонна, если ее поставить вертикально на широкое основаниеГ

168. Осесимметричный стержень длины I закреплен одним кон-

концом, а ко второму приложена вдоль оси сила Р. Удельный вес мате-

материала стержня равен j, модуль продольной упругости Е. Найти

зависимость площади поперечного сечения S(x) стержня от рас-
расстояния х до его закрепленного конца из условия постоянства нор-
нормального напряжения во всех поперечных сечениях, равного сто

(стержень равного сопротивления). Решить задачу при условии, что:

1) сила Р растягивает стержень;

2) сила Р сжимает стержень и превосходит его вес.

169. Полый цилиндр с внутренним радиусом г и наружным ра-

радиусом R прижат силой Р своим основанием к плоскости. Цилиндр
вращается вокруг своей оси с угловой скоростью и. Трение цилиндра
о плоскость можно считать "сухим", т. е. напряжения трения пропор-

пропорциональными нормальным напряжениям в контакте с коэффициентом
трения /i. Найти мощность, расходуемую на трение, если:

1) нормальные напряжения равномерно распределены по площади

контакта цилиндра с плоскостью;

2) в каждой точке области контакта цилиндра с плоскостью нор-

нормальное напряжение обратно пропорционально расстоянию от точки

до оси вращения.

170. Канат охватывает неподвижный цилиндрический барабан по

дуге с угловым размером ip0. Допустим, что справедлива модель "су-
"сухого" трения, т. е. в каждой точке контакта каната с барабаном мак-

максимальное значение касательного напряжения пропорционально нор-

нормальному напряжению с коэффициентом трения \i — const. Пусть
сила натяжения каната с одной стороны равна Т\. Найти наибольшую

силу натяжения каната с другой стороны, при которой канат еще не

начнет скольжение (Эйлер).
171. Математический маятник представляет собой невесомый

стержень длины I, один конец которого закреплен, а на другом на-

находится материальная точка. Стержень отклонили на угол а, 0 < а <

< тг/2, и отпустили без начальной скорости. Не встречая сопротивле-

сопротивления, стержень совершает периодические колебания. Выразить период
этих колебаний через эллиптический интеграл. Получить как следст-

следствие приближенную упрощенную формулу периода малых колебаний

маятника.

172. Освещенность в точке кривой от точечного источника рав-

,

т

sin if T
на kl —y~ , где 1 — сила света источника, г

—

расстояние от источ-

источника до^ точки, if
—

угол между лучом из источника в точку и ка-
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сательной к кривой в этой точке. Найти кривую, у которой осве-

освещенность в каждой точке от источника с силой / была бы одинакова

и равна Е.

ОТВЕТЫ

1. у = ±л/2рж + С, С е /?; у = у/2рх.
2. (ж - х0J + (у- уоJ = Л г е /?; г > 0.

3. ^/ =
—е±О-ж)/аф 4. тж2 — п?/2 = т — п.

5. у = х~п1ш. 6. (ж - ж0J + у2 = а2, х0 G

7. |ж- С| = -a(cost + lntg(t/2)), |^/|=
8. ?/= 2, x2 + Q/-lJ = l. 9.

Ю. r=

12. s(T

0 < t < тг/2.

п. ^
T

= fu>(t)dt\ s =

оо

13. 8r. 14. 1) 16r/3. 2) 16r.

15. 1) Mx = bVa2 +b2/2, My = ал/а2 + &2/2; 2)

3) Mx = 0, My = ^ + i lnB + л/5);

и2 — Ъ2

= 2a2, My = 0;

е =

4) Мж=0, Му = -^
5) Мх =b(b+ - arcsin e ), Mv = 0, е = -—'-

\ е / а
2

6) Мх = ^(sh2 + 2), My = a2(shl-chl + l

16. 1) Мх = — (ел/1 — е2 + arcsin е), Му = —

/а2 — Ь2

In

2) 71^^=]^^= ^а2; 3) Мж = ^, Му = 8тга2.

17. 1) Мж = 2а2, Mv = па2; 2) Мж =0, Му = 32а2/5;

3) Мг = ^ A - е47Г)а2, Му = М (е4- - 1)а2.
О О

1П - sina
n оЧ

2а
19. 1) жс = —Д, 2/с = 0; 2) жс = 2/с = у;

27-161n2-41n22
_

УС ~

20

8C +In 4)
' уо

3C +In 4)
'

5) хс = тга, ус = 4а/3; 6) хс — Ус — 4а/5;
а 2е27Г +6^ а е27Г - 26^,

_
_

а

j ХС ~

Ь
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22. (а2+аЪ +

23.1) ^(A + еK/2-2л/2); 2) ± Bа - sin 2а)Л3; 3)
24. /ж = 25ба3/15, /^ = 1б(тг2 - 128/45)а3. 26. aft2/6.

3 2
/

27. 1) тгЯ3; 2)
28. 1) Мх = а62/б, Му = a2b/6; 2) Мж = тг/4, Му = 0;

3) Мх = тг/12 + л/3/8, Му = тгCл/3 - тг)/б; 4) Мх = Му = 3/20;
5) Мх = 2/5 + тг/4, Му = In 2 - 1/4;
6) Мх = ра2/2, Му = 2v^a5/2/5; 7) Мх = 2аЪ2/3, Му = 0;
8) Мх = 5тга3/2, Му = Зтг2а3;
9) Мж=тга3(тг2 -б)/3, Му = а3D-7г2); 10) Мж = 0,
29. ft/3.
Qn и 6Cтг/г + 86)
30. На оси симметрии на расстоянии

—- от центра пря-

прямоугольника в сторону полукруга.

о-, и 4(Я3-г3)
31. На оси симметрии на расстоянии

—-— ^- от центра.
Зтг(Я2 - г2)

32. ?^±|. 33. a = 10.

34. 1) хс = 0, г/с = 4Л/3^; 2) хс = ^Ь, Ус = 2Bn++\) Q^;
()

3) жс = 0, ус = —; 4) хс =
—, ус = т^ 5 5) жс =

-, 2/с

Л 2тг + Зл/3
б),с = о, ус= 8shF;a); 7)^ = °'^

оч тг2 + 12тг - 12 5тг
8)ЖС=

3(^ + 4)
' УС=

Щ^Т)
;

9) же = Ус = 9р/10.
35. 1) Хс=ус = а/5; 2) жс = 16/5, ус = -1;
3) жс = 28/75, ус = 92/105; 4) хс = 5а/8, ус = 0;
5) хс = 4а/3тг, ус = 46/Зтг; 6) хс = Ус = 256а/315тг;
7) хс = тга, ус = 5а/'6; 8) хс = 4а/3тг, ус = 4(а + Ь)/Зтг.
36. жс = 10/21, ус = 5/3.
о^_ тт

2 sin а
37. На оси симметрии на расстоянии

— г от центра.
За

38. 1) хс = 6D - тг2)а/тг3, з/с = 2(тг2 - б)а/тг2;
2) хс = 5а/6, г/с = 0; 3) хс = тгал/2/8, 2/с = 0;
4) хс =ус = 128а/105тг; 5) хс = 0, 2/с = тг/2-
39. На оси симметрии на расстоянии Dтг — Зл/3)^/Dтг + бл/3) от

центра круга.

42. у = ажп~2, а G /?, а > 0. 43. /ж = а63/12, /^ = а36/12.
44. аЧ/12 + а6(с + а/2J. 45. тгЯ4/4. 46. тгЛ2(Л2 + 4а2)/4.
47. 1) aft3/12; 2) aft3/4; 3) aft3/36. 48. ttR4/S.
49. Ia = тга63/4, /ь = тга36/4.
50. 1) /ж = 2aft3/7, Iy = 4a3ft/15; 2) /ж = 32a4/105, /^ = 8a4/5.
51. (l/2)(nBn2 - 1)л/1 - n2 + arcsinn)i?4, n = h/R.
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52. а4/12. 53. /
54. 1) (a-sma)R4/8; 2) (а + sma)R4/8; 3) Bа - sin 2a)R4/16.
55. ft/4. 56. ЗД/8.
„ „ h Я2 + 2Яг + Зг2
57. На оси конуса на расстоянии

— —— — от большего ос-
4 Hz + Кг + г^

нования.

58. 1) 2ft/5; 2) ft/3. 59. хс = 2а/3, з/с = *с = 0.

60. хс =ус = zc = За/8. 61. жс = ус = 0, zc = 7ft/9.
62. Ha оси вращения на расстоянии 3A + cosa)R/8 от центра

круга.

63
* 64.1I; 2) J2

у 3' у
3 я + Vft2 + Я2

65. ft/3. 66. 1) 7ri?2ft3/30; 2) 2тгД5/15. 67. 8ttR5/15.
4 44 4

68.1) ^; 2) "M^-r4). 3) ^_. 4)
iQ

5) irhR4/6; 6) 56тг/15; 7) /
69. 1) тг(е4-1)/8; 2) 4тгC - e). 70. 1) 8тгаЬ4/1Б; 2) 8тга46/15.
71. 7rdr2Dd2+3r2)/2.
72. 1) 7rhR2CR2 + 4ft2)/12; 2) 7rhR2CR2 + 2ft2)/30.
73. 1) Ha оси конуса на расстоянии 4л/Зг/9 от большего осно-

основания;

2) на оси конуса на расстоянии ^/Зг/3 от большего основания.

74. 1) На оси симметрии на расстоянии ft/2 от плоскостей се-

сечений;
2) на оси вращения на расстоянии 29л/ЗД/Ю5 от вершины.

75. 1) хс = 0, ус = тгД/4, zc = 7rft/8;
2) жс =0, ус = 5Д/8, ;гс = 5ft/16.
76. 1) 2тг/гД3; 2) тгД3Л/Д2Т7?/2; 3) 8ttR4/3.
81. 1) 47r2rd; 2) 2тг2г2^2. 82. 2тг2аЫ.

83. На оси симметрии на расстоянии 2rsm(a/2)/a от центра.

84. На оси симметрии на расстоянии 4г/Cтг) от центра.

85. S = бтг da, V = л/Зтгоа2/2.
86. S = 7rna2ctgGr/n), У = Gr/4)na3ctg2Gr/n).
87. 5 = 4л/2тга2 sin у?, У = л/2тга3 sin у?. 88. тга3/2.
89. S = 32тг2а2, V = 12тг3а3. 90. S = бл/2тга2, У = Зл/2тг2а3/8.
91. 2. 92. ml2io2/6. 93. rnr2cj2/4. 94. pab3co2/3.
95. mb2uo2/6. 96. 7rpR2(R2 + 4d2)oo2/8. 97. pah2и2/24,.
98. mr2cj2/4. 99. mR2uo2/5. 100. ш(Д2 + F/3)cj2/4.
101. mBr2 + 5(/ + rJ)/10. 102. 3m(r2 + 4ft2)cj2/40.
103. 1) pgah2/2; 2) 2ft/3. 104. pgab(b + 2h)/2. 105. pgab2/6.
1OR П ^a^2 . 9A

ЗЬ
Щ7 П pgh2Ba + h) m

, h За + Ъ
1Ub. lj __, ^ _. 1U7. ij _

, ^ 2 2^Тб'
108. 1) Trpghr2; 2) ft + r2/(8ft). 109. 2pga2b/3.
110. pgab(h+ | sinaV 111. - In

Д "taT .

V 2 / а К
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VT 1+ав2

аДо(в2-в1) 1+авГ

114. 0(?) = 0ср + @о - ©ср)г-н. 115. 1 ч.

116. m(t) = n-(п-ш)е^/у. 117. Г = -Aп2)/1пA - 0,01п).

118. *(b)/(
119.

; 2) / = | A - е~т/ь).121. 1) / = /o

122. jMm/bVa2 + b2 *). 123. 2-ypm/l.
124. 1) л/Т07шМ/F0а2); 2) AL> = За/2, m^ = 8/UJM/9.
125. 2-fpm/h. 126. 27ша. 127. 2Mmj/7rr2.
128. 2тг-/ртаг/(а2 + r2K/2. 129.

130. 27rjpm/a. 131. —q/ттеоа. 132. h(v\ — V2)Iv\V2 /V2)

133.
7 [Ш T . a

134. —-In
2ak a -

135. 2ujol/3gk. 136.

a =

. 137.

138. — (v0 -

139. Ш1A -

140. m(t) =
\ \(T) = (Vl -vo + gT)/u.

= gRt/(uvo(R + vot)).

142.1) ; 2) Ц. ча ; 3) ir1

143.1) ^In2; 2) -?!LB—i-

144.1)
P2-P1

^V 2)
X-

145. ^L(i--i-). 146.
4tts0 \R2 Ri J

147. 1) Gh2/2(H -ft); 2) G(H -h)/2. 148. СЯ/6.
149. 1) fti ^ 0,5Я; 2) fti ^ 5ft + 0,5Я. 150. 7rpghR2(H - ft/2).
151. СЯA + 4/Зтг). 152. 7rpgR2H2/12.

153.1) ?rf; 2) ^fЯ2 . 154. 2l^
46

155. ^|-W—. 156. B + л/2)?мин. 157. ^Ь \j g ЪЬ

158. г = Сл/ft — радиус поперечного сечения на высоте ft.

159. Gr/u;)UoIocos(p, (pmax = 0. 160. Uo/V2.
161. 1) L/2/2; 2) (ЬУ2/Л2)Aп2-3/8).

*) 7
— постоянная закона тяготения.
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162. (г/ In 2) \n(rV2/(rV2 - 3cmQ0R\n 2)).
163. ES12/BL). 164. pgL2/BE). 165. Pl2/Dl0).

168. 1) S(x) = -ет('-ж)/сто; 2) S(x) = i-
со сто

169.1) |^-^^P; 2) | с

170. Tmax = Г^
), fe = sin(a/2);

172. r = y/(kl/E)sin2<p.

§ 10. Приближенное вычисление интегралов.

Оценки интегралов

СПРАВОЧНЫЕ СВЕДЕНИЯ

1. Пусть на отрезке [а; Ь] задана система точек

{ж;}, 0 ^ г ^ N, а ^ х0 < х\ < ... < xN ^ Ь,
и пусть задана система чисел {pi}, 0 ^ г ^ N.

Для интегрируемой на [а; Ъ] функции у = /(ж) приближенное ра-
равенство

ь N

I Г i Т* I г/^Т* ^^ N ТI /IT1) ill

a i=0

называют квадратурной формулой; точки xi называют узлами, а чис-

числа pi
— весами этой формулы. Разность

Ь N

а г=0

называют погрешностью квадратурной формулы.
Одним из источников получения квадратурных формул A) слу-

служат интерполяционные многочлены, построенные по значениям

функции f(xi), 0 ^ г ^ N.
Заменив в левой части A) функцию / таким многочленом, полу-

получим правую часть.

Приведем три простейших примера квадратурных формул с рав-

равноотстоящими узлами.

Пусть отрезок [а; Ъ] разделен на п равных частей, п G A/, h =

= (b — а)/п — шаг разбиения. Пусть

Xi = а + (г + 1/2)/г, 0 ^ г ^ п - 1.

Квадратурную формулу
Ъ п-1

Т\хг) {о)
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называют формулой прямоугольников (рис. 10.1). Если функция / име-

имеет на [а; Ъ] кусочно непрерывную первую или вторую производную,
то для погрешности А формулы прямоугольников верны соответ-

соответственно оценки

^'tol, D)

E)
24

Если к тому же f"(x) непрерывна на [а;Ь], то для некоторого

24
h2f'@-

Пусть Xi = а + ih, 0
6

i ^ n; тогда квадратурную формулу
n-l

г=0

называют формулой трапеций (рис. 10.2).

У

F)

G)

а х0 а=х0

Рис. 10.2

Если функция у = f(x) имеет на [а; Ь] кусочно непрерывную пер-

первую или вторую производную, то для погрешности А формулы тра-

трапеций верны неравенства

^0|, (8)"

4

b — а

12

[а;Ь]

[а;Ь]
(9)

Если к тому же f"(x) непрерывна на [а; Ь], то при некотором ? G (а; Ь)

\A\ = -b-^h2f'(O- (Ю)

Пусть п = 2m, m G А/, 0 ^ г ^ п. Квадратурную формулу
га— 1
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а=х0

Рис. 10.3

производную порядка к, 1 ^ к

Симпсона верны соответственно оценки

называют формулой Симпсона

(формулой парабол). Правая
часть этого равенства получает-

получается при замене графика функции
у = f(x) на отрезках [x2j,x2j+2]
параболами, проходящими через
точки

(хр; f(xp)), p = 2j, 2j + 1, 2j + 2

(рис. 10.3).
Если функция у = f(x) име-

имеет на [а; Ь] кусочно непрерывную

4, то для погрешности А формулы

где
с = 5/18, с2 = 4/81, с3 = 1/72,

Если к тому же f^(x) непрерывна на [а;Ь]
е(а;Ъ) ъ_а

~

~

180
* ^'

x)\, A2)

с4 = 1/180.
то при некотором ? Е

A3)

При нахождении приближенного значения интеграла с погреш-

погрешностью, не превышающей заданного значения г, следует вначале для

выбранной приближенной формулы найти из неравенства |А| ^ г до-

достаточное число узлов (иначе говоря, шаг /i), используя, например,

неравенства E), (9), A2).
Если подынтегральная функция недифференцируема в некоторых

точках отрезка интегрирования, то оценка погрешности по форму-
формулам E), (9), A2) невозможна. В этом случае иногда удается с по-

помощью замены переменной преобразовать интеграл к виду, в кото-

котором подынтегральная функция дифференцируема достаточное число

раз.

Для оценки погрешности, кроме E), (9), A2), используют еще

правило Рунге, которое в простейшем виде состоит в следующем.

Пусть J/,, J2k и J4k — приближенные значения интеграла J, полу-
полученные при делении отрезка интегрирования на к, 2к и 4к частей со-

соответственно. Погрешность результата близка к заданной границе г,
если

\
2Р

где р = 2 для формул прямоугольников и трапеций, р = 4 для формулы
Симпсона.

2. Под оценкой интеграла J подразумевается нахождение гра-

границ Ji и J2 промежутка, которому принадлежит этот интеграл. Бу-
Будем называть оценкой интеграла и систему неравенств J\ ^ J ^ J2

(или Ji < J < J2).
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Для оценки интегралов используют неравенства между интегра-

интегралами, вытекающие из неравенств между подынтегральными функ-
функциями, различные интегральные неравенства (см. § 6), интегрирова-
интегрирование по частям, особенно, если оно ведет к уменьшению подынтеграль-

подынтегральной функции, и т. д. Для оценки значений подынтегральной функции
нередко используют выпуклость ее графика, разложение по формуле
Тейлора и т. д. Иногда бывает полезно промежуток интегрирования

разделить на части и подобрать для каждой из них свой метод оценки.

Приемы приближенного интегрирования, рассмотренные в предыду-

предыдущем пункте, также позволяют получать оценки интегралов и могут
быть использованы в сочетании с другими методами.

ПРИМЕРЫ С РЕШЕНИЯМИ

Пример 1. Разделив отрезок [0; 1] на четыре равные части, вы-

вычислить приближенно интеграл

Т _ f dx
J - J 1^5

О

и оценить погрешность результата:

1) по формуле прямоугольников; 2) по формуле трапеций;
3) по формуле Симпсона.
А Пусть h = 1/4, xi = 1/8 Ч- г/г, г = 0,1,2,3. По формуле прямо-

прямоугольников C) имеем

где f(x) = 1/A +ж2). Отсюда

JwIfW +
W

+
W

+ .51) „0,787
4 V 65 73 89 ПЗУ

'

с погрешностью вычисления не более чем 5 • 10~4. Погрешность фор-
формулы прямоугольников оценим согласно E):

24'4
[0;1]

Так как f"{x) = 2Cж2 - 1)/A + ж2K и f"{x) < /"@) = 2, то

|А| ^ j^ < 0,0053.

Полная погрешность не превосходит 0,006; таким образом,

0,781 < J < 0,793. A4)

2) Пусть Xi = ih, i — 0,1, 2, 3,4. По формуле трапеций G) находим

1 + 1 +
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с погрешностью вычислений не более 5 • 10~4. Погрешность для фор-
формулы трапеций оценим согласно (9):

|Д|^ 4 "Л sup |/"(ж)|< 0,0105.
12 1Ь

[0;1]

Полная погрешность результата не превосходит 0,011; таким образом,

0,772 < J < 0,794. A5)

3) По формуле Симпсона A1) при Х{ — i/4, i = 0,1, 2, 3,4, находим

с погрешностью вычислений меньше 1-10 5. Погрешность формулы
оценим согласно A2) при к = 4. Находим

и устанавливаем, что |/D)(ж)| ^ 1/^@I = 24. Отсюда

а полная погрешность меньше 5,4 • 10 4. Следовательно,

0,7848 < J < 0,7860. A6)
Из сравнения A4)—A6) видно, что при одном и том же шаге h

формула Симпсона дает значительно более точный результат, чем

формулы прямоугольников или трапеций. А именно: примем за при-
приближенные значения для формул прямоугольников, трапеций и

формулы Симпсона соответственно

J* = 1@,781 + 0,793) = 0,787, J* = 1@,772 + 0,794) = 0,783,

J3* = 1@,7848 + 0,7860) = 0,7854

с относительными погрешностями, примерно равными соответствен-

соответственно 0,8%, 1,4% и 0,08%. Видно, что погрешность формулы Симпсона
в данном случае на порядок меньше погрешностей формул прямо-
прямоугольников и трапеций.

Заметим, что
1

Т0=\= 0,785398...
О

Приближенное значение J* = 0,7854, полученное по формуле Симпсо-

Симпсона, дает три верных знака после запятой, а отклонение его от истин-

истинного значения не превышает 2 • 10~6. А

Пример 2. Вычислить In2 с погрешностью не более чем 10~4,
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исходя из равенства 2

In 2 =
х

1

А Для формулы прямоугольников, учитывая, что

h = l/n, \f'(x)\=2/x3^2
на [1;2], из E) получаем

1/B4п2) • 2 <С 10~4, п2 ^ 104/Зб • 3,

откуда п ^ 29. Значит, достаточно взять п = 29.

Для применения формулы Симпсона следует отрезок разделить на

четное число п = 2т отрезков. Учитывая, что

из A2) при & = 4 получаем

180BтL
^ '

откуда 2т ^
- \/6750.
3

^^

Поскольку 9 < л/6750 < 10, достаточно взять 2т ^ 20/3, т. е.

2т = 8. Видно, что в этом случае число узлов значительно меньше,

поэтому вычисление следует провести по формуле Симпсона с п = 8.

Для погрешности этой формулы имеем оценку

|А| <
24

=

1
< - • Ю-411 ^

180 - 84 30 720 3

Погрешность вычислений по формуле Симпсона

In2 « ^(/Ы + f(xa) + 2(/(х2)

не должна превышать 2/3 • 10~4. Если каждое слагаемое вычислять с

погрешностью не более чем, например, 0,5 • 10~4 = 5 • 10~5, то и для

результата предел погрешности, как видно, будет таким же. Следо-

Следовательно, вычисления будем проводить с пятью знаками. Учитывая,
что Xi

= 1 + i/8, i = 0,1,..., 8, находим

О+ИМ + fMl +
п

+ ^ЮM
где погрешность вычислений в действительности меньше 1,5 -10 5.
Полная погрешность меньше 1/3 • 10~4 + 0,15 • 10~4 < 0,5 • 10~4.

3наЧИТ'
0,69310 < In 2 < 0,69320,

и поэтому можно принять In 2 « 0,6931 с погрешностью меньше,

чем 10~4. Все четыре знака после запятой верны, т. е. In 2 = 0,6931... А
1

П ри мер 3. Вычислить интеграл J— л/хех dx с погрешностью

не более 10~3. °
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А Подынтегральная функция имеет неограниченную на @; 1) про-

производную. Сделав замену фс = ?, получим

J = 2jt2et2dt.
о

Выполнив интегрирование по частям:

1 1

о о

сведем задачу к более простой — вычислению интеграла

О

Возьмем е = 2,7183 с погрешностью меньше Ai = 2 • 10~5. Для функ-

функции у = ег легко получить, что на [0; 1]

Если вычислить J\ по формуле Симпсона с шагом h = 1/6, то погреш-

погрешность формулы будет меньше, чем

А2 =

76 е

<0,89-10 .
180 • б4

Вычисления проведем так, чтобы их погрешность не превысила А3 =

= 0,5 • 10~4. Тогда погрешность окончательного результата будет
меньше о

^(l + 2,71828 + 4A,02817 + 1,28403 + 2,00260) +
18

А А А ^

Ai + А2 + А3 < Ю

Вычисляя J\ с пятью знаками, получаем

18

+ 2 A,11752 + 1,55962)) = 1,46288.

Учитывая, что погрешность формулы Симпсона в данном случае за-

заведомо положительна, принимаем J\ « 1,4628. Отсюда J « 2,7183 —

-1,4628= 1,2555. А
±

Пример 4. Вычислить интеграл J — I у/1 + ж4 dx с погреш-

погрешностью менее 10~4. °

А Разделим отрезок [0; 1] на восемь равных частей и вычислим

значения подынтегральной функции в концах получившихся отрезков

(табл. 1).
Таблица 1

X

X

fix)

0

1

1/8
1,000122

5/8
1,073586

1/4
1,001951

3/4
1,147347

3/8
1,009839

7/8
1, 259437

1/2
1,030776

1

1,414213
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Затем найдем по формуле Симпсона приближенные значения ин-

интеграла: J2 с шагом h = 1/2, J4 с шагом h = 1/4 и J3 с шагом h = 1/8.
Получим

J2 = 1,089553, J4 = 1,089413, J8 = 1,089429.

Имеем

^-^- « 1,07 • Ю-6 < Ю-4, |Л~ А|
« 9,33 • Ю-6 < Ю-4,

15 15

и —г ^т = — имеет тот же порядок, что и 1/24 = 1/16. Поэтому

J « 1,0894 с погрешностью меньше 10~4.

Отметим, что более или менее точная оценка четвертой производ-
производной данной подынтегральной функции — довольно трудоемкая зада-

задача. Если ее выполнить, то из A2) следовало бы, что Jg дает значение

интеграла с погрешностью менее 4 • 10~5. А

Пример 5. Доказать неравенства

1 < /ж V 1 + sin3 х sin xdx < л/2.
о

А Воспользуемся тем, что при z > 0

1 < y/1 + z < 1 + 2/2.
Для подынтегральной функции f(x) в силу этих оценок будем иметь

при 0 < х < тг/2
ж sin ж < /(ж) < х( 1 + - sin3xj sin ж.

Отсюда следует, что для данного интеграла J верны неравенства

Л < J < J2,

ГДе
п/2 п/2

J\— xsinxdx = l, J2 = / f ж sin ж + -ж sin4 x) dx.
о о

Интеграл J2 вычислим, понижая степени и интегрируя по частям; в

результате получим

Следовательно, J2 < л/2, что и завершает доказательство требуемых
неравенств. А

Пример 6. Пусть

an(t) = A - t)-Bn+1)/2, 0 ^ t < 1, nGZ, n ^ 0,

J = fan(t)(z-t)kdt, keN, 0
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Доказать, что

где а2
= an(z) - 1, ах = а'п@).

А Функция an(t) выпукла вниз на [0;г], поэтому ее график распо-
расположен между хордой, проведенной через концы @;ап@)) и (z;an(z))
графика, и касательной, проведенной через точку @;ап@)), т. е.

1 + a±t < an(t) < 1 + — t, 0 < t < z.
z

Умножив эти неравенства на (z — t)k и проинтегрировав, получим

Л < J < J2j

где

о

Отсюда следует A7). А

Пример 7. Вычислить интеграл J = sin^/xdx с погреш-

погрешностью менее 5 • 10~5. °

А Из формулы Тейлора для sinz следует, что при z > 0

^
3!
+

5! 7!
<SinZ<^

3!
+

б!"

Подставляя z = у/х и интегрируя, получаем оценку для J:

Л - А < J < Л,

где !

7 _ / /" 1/2 _ I жЗ/2 , I 5/2^ d _

253

Jl~J\ 3! +5! ^Ж~420'

о

За приближенное значение J возьмем

Л 97393

J* = Л - ? = ^ = 0,6023589... и 0,60236
2 45360

с погрешностью менее А/2 + 10~5 < 3,21 • 10~5 < 5 • 1СГ5. А

тг/2

Пример 8. Вычислить интеграл J= / л/l — 0, 25sin2 xdx с по-

погрешностью меньше 5 • 10~4. °

А Воспользуемся формулой Тейлора для функции

l-\z-\z2+Ib, A8)
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— остаточный член в форме Лагранжа. Вычисляя \0
= —C/8)A -?)~5//2, и учитывая, что z = 0, 25 sin2 ж ^ 1/4, получаем

откуда

Подставляя в A8) z = 0,25 sin2 ж, а получающееся разложение
— в

исходный интеграл, будем иметь

J = Л + A,

где

тг/2 тг/2

Jj = / A - - sin2 x - —— sin4 x ) <ix, A = / i?2 dx.
J V 8 128 / J
о о

Вычислив Ji, получим

а для А, согласно A9), справедливы оценки

тг/2 тг/2
1 Г . в , , л , 1

/ sin6 х dx < A < - ——- / sin6 x dx.
288л/3

о о

Отсюда следует, что —— < А < —, или

9у3210 2

-9,84 • 1(П4 < А < -4,79 • 1(П4. B0)
Таким образом,

Л - 9,84 • 10~4 < J < Л - 4,79 • 10~4.

Возьмем приближенное значение, равное полусумме полученных

границ: -.

J* = Л - i (9,84 + 4,79) • 10~4 = 1,467287.

Его погрешность будет не более, чем

i (9,84 - 4,79) • 10~4 < 2,53 • 10~4 < 5 • 10~4.

Заметим, что погрешность получаемого данным методом результата

можно оценить значительно точнее, если воспользоваться интеграль-

интегральной формой остаточного члена формулы Тейлора:
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Учитывая, что if^\t) = —C/8)A — ?)~5//2, и, используя результат при-

примера б при п = 2, к = 2, получаем

о

где а\ — 5/2, а<± — A — 2:)~5//2 — 1. Поскольку здесь 0 < z < 1/4, имеем

5 Л 1\-5/2 32
aiz <-, a2 < 1 - - -1= —т=

- 1-
8' V 4/ Эд/3

Отсюда следует, что

26 V 27л/3/ 29
'

и при z = A/4) sin2 х
тг/2

15тг Л . 32 \ /* 185тг

Следовательно,

-6,06 • 10 < А < -5,54 • 10 ,
что значительно лучше, чем B0). Поступая, как и ранее, принимаем

J* = Л - i F,06 + 5,54) • Ю-4 = 1,467439
-4

=

~4
< 03 • 10~4с погрешностью не более A/2)(б,0б — 5,54) • 10 < 0,3 • 10 . Это на

порядок лучше, чем ранее. А
8^_

UbJb \ J.,^J.
•

_1Л

X

Air

А Интегрируя по частям, получаем
о

8тг

1 Г sin х

Пример 9. Доказать, что 0 < / dx < 1,21 • 10"
8тг J х

А Интегрируя по частям, получа

я 87Г

Г sin х , cos ж
б7Г

fcosx ,

/ dx — / —— dx —
J X X Air J X2
Air Air

Значит,

Рассмотрим

1

8тг

интегралы

6

Air

1

8тг
/•si

J
Air

7Г
r sin ж

ж3

sin ж

пж ,

П1

X

8тг

4тг

67Г

4тг

8тг

/ sir

Ч х

Air

8тг

бтг

П1

X3

з
^х.

X3

О7Г

1 С *¦¦

, о /
*~

8тг J
Air

X3

Запишем J\ в виде
О7Г

.

бТГ
sin ж

= J—dx+J
Air бтг
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и во втором слагаемом сделаем замену х — тг = t. Тогда оно будет
равно 57Г

sin t ,,

at,
it + тгK

4тг

и, значит,
5тг

Л = / sin ж ( — - -—¦—- ) da;.
У V ж3 (ж + тгK /

4тг

Подынтегральная функция положительна на D7г;5тг), поэтому J\ > 0.

Функция ^ ^

х3 (х + тгK

убывает на [4тг;5тг], поэтому

4тг

Точно так же для J2 получаются оценки

о< j2 < 1,11. ю-4.

Из этих оценок для J\ и J2 следует, что

0<
J х6
4тг

а отсюда вытекают и требуемые неравенства. А

ЗАДАЧИ

1. Вычислить приближенно интеграл J:

а) по формуле прямоугольников (п = 1);
б) по формуле трапеций (п = 1);
в) по формуле Симпсона (п = 2),

и найти разность между точным и приближенным значениями, если:

2 тг/2
1 \ Т f dx

Q\ 7 / '

Л

Уж2' J
1 О

Найти й = | J — J*|, где J — точное значение интеграла, a J* —

его приближенное значение, вычисленное с шагом h = 2 по формуле:

а) прямоугольников; б) трапеций; в) Симпсона.

В каждом случае найти разность между правой частью Aq в оцен-

оценках соответственно E), (9), A2) (к = 4), и S B), C):
5 2

2. J= fx4dx. 3. J= fexdx.
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4. Вычислить приближенно при п = 12 (вычислять с четырьмя

2тг

знаками после запятой) интеграл / xs'mxdx :

о

1) по формуле прямоугольников; 2) по формуле трапеций;

3) по формуле Симпсона.

5. Найти приближенно при п = б (вычислять с четырьмя знаками

1

„\ С sin ж 7
после запятой) интеграл / dx :

J х

о

1) по формуле прямоугольников; 2) по формуле трапеций;

3) по формуле Симпсона.
1

6. Вычислить приближенно при п = 10 интеграл / л/1 + х dx:

о

1) по формуле прямоугольников (с тремя знаками после запятой);
2) по формуле трапеций (с тремя знаками после запятой);
3) по формуле Симпсона (с шестью знаками после запятой).
Оценить погрешность результата.

7. Вычислить приближенно по формуле прямоугольников с ша-

шагом ft интегралы:
2 тг 5

1) [x*dx, ft = 0,2; 2) fsinxdx, Л=?; 3) / —, ft = 0,4;
J J О J X
0 0 1

5 2

4)
/• d*

1

6) / dx, ft = 0,2.
«/ x

о

8. Вычислить приближенно по формуле трапеций с шагом ft ин-

интегралы:

5) /;j-^3> ft = 0,1; 6) Jli^xdx, ft = 0,5;
О 2

тг/2

7) /лД^
^

о
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9. Вычислить приближенно по формуле Симпсона с шагом ft ин-

интегралы:

з / 1

1) \ dx, ft = 0,5; 2) у/1-х3 dx, ft = 0,1;
j у х j
1 О
2 2

3) fe'^dx, ft = 0,5; 4) Гех* dx, ft = 0,2;
0 о

2 7Г

5) / dx, ft = 0,25; 6) / y/S + cosxdx, ft = —

;
J ж — 1 J 6
1 0
l

7) |
*™

, /i= |.
0

10. Вычислить приближенно, используя формулу Симпсона при
п = 10: тг/2

i\ f sinx ,

1) интеграл / dx;

о 1

2) постоянную Каталана G = / ^— dx.

о

11. Вычислить приближенно по формуле Симпсона при п = 4

и п = 8 интеграл:
1 3

1) / е~х dx; 2) / е~х dx.

о о

12. Вычислить приближенно по формуле Симпсона при п = 4

и п = 8 интеграл:

тг/2

1) / у 1 — к2 sin2 xdx, если: а) к2 = 0,5; б) &2 = 0,25;
о

тг/2/

если: а) /с = 0,5; б) fe = 0,8; в) к = 0,9.
0 у 1 — A;2 sin2 х

13. Для данного интеграла оценить погрешность формулы пря-

прямоугольников с шагом ft:

1) х dx, ft = 0,2; 2) / —, /i = 0,4; 3) / sinxdx, ft= —;
«/ J x J b

0 1 0

5 2

4) J y^i ft = 0,5; 5) fex2dx, ft = 0,1;
1 0

5 /
-

6) f \
^^ dx, ft = 0,25.i У ж
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14. Для данного интеграла оценить погрешность формулы трапе-
трапеций с шагом h:

2

5

4) f\n2xdx, /i = 0,5; 5) /Vl + ж4, h = i.
2 О

15. Для данного интеграла оценить погрешность формулы Симпсо-

на с шагом h:
тг/2 3

/X
7Г С 1

cos - dx, h = -

; 2) \n2xdx, h = -

;
2 8 J о

о l

6 5

3) fxln(l + x)dx, h=^; 4) f ^, h = 0,5;
0 2

1 7Г/3

5) / л/1 + ж4 dx, /i = 0,1; 6) / y/cosxdx, h = 0,1.
о о

16. Найти шаг /i, при котором погрешность приближенного зна-

значения данного интеграла по формуле прямоугольников не более г:

2 тг/3

1) fx4dx, ? = 10~2; 2) Г cos2xdx, г = 10~3;
о о

3 1

3) Г \n(l+x2)dx, ? = 10~4; 4) fVl + x3dx, г = 10~3.

о о

17. Найти шаг /i, при котором погрешность приближенного значе-

значения интеграла по формуле трапеций не более г:

3 1,2
dx С-1П-1- 9") [ рх dr р— 1П~3-

, t — ±и , a) i ь ах, & — ±и ,

0 о

3 0,5

3) / sinxdx, г = 10~3; 4) / arcsinxdx, г = 10~4.

1 О

18. Найти шаг /i, при котором погрешность приближенного значе-

значения интеграла по формуле Симпсона не более г:

тг/2 3

1) Г cos | dx, ? = 10~3; 2) f \n2xdx, г = 10~4;
о 1

2 2

3) /^, ? = 10~4; 4) faictgxdx, г = 10~4.
J X J
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19. Вычислить по формуле прямоугольников интеграл

тг/2
/ у 1 — 0,64 sin2 х dx

о

при п = 4 и найти погрешность результата.

20. Вычислить приближенно интеграл по формуле прямоугольни-
прямоугольников с погрешностью не более 10~2:

2 2 5 тг/2
^

i\ /" я j сл\ f dx оч /" аж .ч /" sin ж ,

1) / яг <ix; 2) / —; 3) / -—-—; 4) / б?ж;W W х2
У У 1 + 1пж'

у У 1 + ж
111 0
1

_х
1

_х

5) М dx- 6)
J 1+ X

21. Вычислить приближенно интеграл по формуле трапеций с по-

погрешностью не более 10~2:
5 1,2 1,2 3

1) / —; 2) / ех dx; 3) / s'mxdx; 4) / In2xdx;
0

о

22. Вычислить приближенно интеграл по формуле Симпсона с по-

погрешностью не более г:

5 7Г

1) У^, в = 10-2; 2) fsmxdx, г = Ю ;

3)

5)

7)

1

3

1

1

0

]-.
4

/Т* ППГ f1 Jb UjJU ^ С

dx

с?ж

= Ю-3;

0

W
0

6)

5
г

/ 1пжб?ж, г

2

е = Ю-4;

= Ю-4;

23. Вычислить приближенно с погрешностью не более е интеграл:

2

е = Ю-4; 2)
1 0
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= Ю-з; 6) [ — dx, г = 5-Ю-3;
J х

¦/2

In ж

1

тт/2

7) ll-dx, e = Ю-4; 8)

\7

9) Г cos ж2 dx, г = 1(Г3; 10) Г sin(sinx) dx, г = 1(Г3.

о о

24. Найти площадь поверхности полусферы радиуса R, используя

формулу Симпсона при п = 2.

25. Доказать, что формула Симпсона при п = 2 дает точный ре-

результат при вычислении объема:

1) шара; 2) конуса; 3) цилиндра; 4) шарового сегмента.

26. Вычислить, используя формулу Симпсона, с погрешностью не

более 5 • 10~2 объем тела, образованного вращением кривой у = sin ж,
0 ^ х ^ тг, вокруг оси Ох.

27. Найти приближенно, используя формулу Симпсона, длину дуги
данной кривой с погрешностью не более 10~8:

1)у = х2, -2^ж^2; 2)у2=4х, 1 ^ х ^ 5;

3) у = In ж, 1 ^ ж ^ 5.

28. Вычислить длину эллипса с эксцентриситетом г = 0,5 и полу-

полуосью а = 1, воспользовавшись формулой Симпсона с п = 6. Оценить

погрешность результата.

29. Найти приближенно с погрешностью не более 5 • 10~2 длину
эллипса с полуосями а = 10 и 6 = 6.

30. Найти приближенно с погрешностью не более 0,03 площадь

поверхности эллипсоида, образованного при вращении эллипса х2 +
+ 4у2 = 4 вокруг оси Ох (воспользоваться формулой Симпсона).

31. Найти приближенно с погрешностью не более 0,01 объем тела,

образованного при вращении вокруг оси Ох фигуры 0 ^ у ^ 1/A +
+ ж2), -2^ж^2.

32. Доказать неравенство E) для формулы прямоугольников.
Указание. Можно использовать формулу Тейлора с остаточным

членом в форме Лагранжа.

33. Доказать, что неравенство E) точно, т. е. существует функция,

имеющая вторую кусочно непрерывную производную и такая, что

Ъ п-1

г=0 [а;Ь]

34. Доказать неравенство (9) для погрешности формулы трапеций.
Указание. Рассмотреть по отдельности интегралы по отрез-
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кам [xi]xi+i\.
35. Доказать, что формула Симпсона является точным равенст-

равенством (точна) для любого многочлена до третьей степени включительно.

36. Доказать, что если формула приближенного интегрирования

Г f(x)dx ttpof(xo) +P1/O1) +Р2/О2),
х0

где Xi
= хо + jh, h = 1,2, является точным равенством для любо-

любого многочлена до второй степени включительно, то это формула
Симпсона, т. е. р0

=
р2

= /i/З, р\ — 4h/3.
37. Используя приближение функции квадратным многочленом

Лежандра по трем точкам Xj = хо + jh, j = 0,1,2, вывести формулу
Симпсона приближенного интегрирования

2

f{x) dx*± (f(x0) + 4/(Ж1) + /Ы).
Х0

38. Используя приближение функции кубическим многочленом

Лежандра по четырем точкам Xj = хо + jh, j = 0,1, 2, 3, вывести фор-
формулу приближенного интегрирования

х

jf{x) dx*^ (/Ы + 3(/(Ж1) + /Ы) + /(а;з)).
XQ

39. Пусть на отрезке [а; Ь] выбрана система точек ж^, г = 0,1,..., ш,
а ^ хо < х\ < ... < хш ^ 6. Пусть

г=0

— интерполяционный многочлен Лежандра степени т для функ-
функции /(ж), определенной на [а; Ь] (см. [3, т. II, с. 553-556]), и пусть

ь

Pi= fQ$(x)dx.
а

Доказать, что:

1) формула приближенного интегрирования

Ъ т

x*Y,Pif(xi) B1)
г=0

точна для любого многочлена до степени т включительно;

2) для фиксированной системы точек ж^, г = 0,1,..., ттг, форму-
формула B1) — единственная точная формула для всех многочленов до сте-

степени т включительно.
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40. Проверить, что формула Чебышева приближенного интегриро-
интегрирования на отрезке [—1; 1]

точна для всех многочленов до третьей степени включительно.

41. Пусть отрезок [а; Ъ] разделен на четыре равные части дли-

длины h = (b — a)/4. Вывести формулу приближенного интегрирования
по четырем точкам, применив к каждому из отрезков [а; а + 2h] и

[а + 2/i; b] формулу Чебышева B2).
42. Для функции /, имеющей четыре непрерывных производных

на [а; 6], оценить погрешность полученной в задаче 41 формулы, счи-

считая известным, что для погрешности формулы Чебышева B2) верна
оценка

|A|^-i- sup \fW(x)\.
135

[-l;l]

43. Доказать, что:

200тг
. .

b

< -, 0 < а < b.1N С Sin Ж ,
^

1 о\ /" • 2 J
1) / dx < ; 2) / smxzdx

J х 50тг IJ
1007Г а

а+Ъ
.

44. Доказать, что для любого а > 0 lim / ^^ dx = 0.
6-^+оо У X

тг/2 &

45. Доказать, что при R > 0 / e^^^dip < ^- A - е~я).
о

46. Доказать, что если f"(x) < 0 на [а;Ь], то

&

Г
dX< X(f(b)-f(a))[e

6 }'

Доказать неравенство D7-53).
20

л/2.
2

'

10

2 1

9

3) 2~x2dx<—; 4) / (sin ж + cos ж) arcsinxtix > ^ (sin 1 - cosl).
1 0

2 л
2

48
, ч е2 - 1

^ Г ех dx
,

ех -1

99
о

хех dx 2

л/25 - ж + х2 Зл/ТТ
'
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Г

з)
2427

Г
У 100 +

х2 dx

2400

sin I + cos 1 — 1
49. 1)

11 г тр~ж 9

2) i-i < ^—2dx<l--;2 е У 1 + ж2 е
о

оч 99- 2 In 10 /* ж1пA/ж) ,

3)
800

< У ТТ^2"
^ <

1/10

4^in(i+i)</4'
о

1/2

±

^ /" ж cos ж , .

1 1 1
< / ^ T7V "ж < sin 1 + cos 1 — 1;

У 1 + ж10

1-2Ы0

400
:

ж cos2 х
?ж < 1;

50. л/3 л/2
тг/4

i\ / /" arccosx , л/3 оч л/2 /" ож
,

о
. 1) а < — dx < — тг; 2) — < / 3х cos x dx < 2;

У cos2 ж 2 2 У

/"

3) - < 3-xdLiccosxdx < 1; 4) 1п2< / у
< -^;

ЗУ У л/1 + Ж2 in 2
о о

5)
3

7Г/3
\/3

2; 9) А < Т*?!? da;
тг2 У ж2

7
тг/2

З'м</

2 1Уcos2 ж л/3 + sin ж

7г/б
Уз

+ cos ж sin2 ж V Ю
'

dx
< — •

30'

sh 2ж с?ж ch 2 - 1

10 +ж 20
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} ех dx 2 sh тг

10 + cos 2ж 9
'

— 7Г

1пЗ У 2 + Vsinx 1пЗ
'

52. l)e< /^l< A; 2) I < f Xdx
<

J J In ж2 In 2
y

3 У л/1 +ж3
2 1

2 9 e
9 Г 9 /3Z 1 /• о

o\
^

^ I 7» 7» 7^r»2 /i\C Х^/2 Г 7
-c 1 ^— \ ?D /1 Hf* *— / ?3

*
ZL \ *— I O^* /Э

^
/1 Hf*

OJ __ \ / ^ 5 / 2 ^ /

5) it
' 10~7 < / ^r-T ^ <2 • 10~7; 6) °'7 < / sin^2dx < !Д

XX J X ~\~ X j

5. 1) /" sinx2(ix>0; 2) Гesinx dx > 1,7тг.53.

о о

54. Выяснить, какое из чисел больше:

13 15

/sin
ж , , С
аж или о = /

ж У

sin ж

/ Уж
3/4 1

55. Получить для данного интеграла J оценки J\ < J < J2 с раз-

разностью J2 — Ji, не превосходящей г:

1) fe-^dx, s = 0,02; 2) j-J^dx, e = 2 ¦ ИГ4;
о о

11 11

3) fe-^xdx, г = 0,01; 4) Гхе'1^2 dx, s = 0,01;
ю ю

бтт бтг

5) flO-x8inxdx, ? = 10-12; 6) f е'1^2 sinxdx, г =

4тг 4тг

4тг+0,1

7) / аж, г = 10 .

«/ ж
4тт

56. Вычислить интегралы с погрешностью не более г:

200
.

400

1) / dx, г = 10~5; 2) / ^/xcosttx^x, г = 10~5;
100 100

5 2тг

3) / — sin — dx, e = 5-10 5; 4) z^——.— dx, г = 0,01.
J x2 100 — ж J 10 +sin ж

4 0

57. Доказать, что для данного интеграла при любом числе а, боль-
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шем нижнего предела интегрирования, верны неравенства:

3H< }^<Ь<±.
ЮОтг

1
2

Г х
58. Вычислить интеграл / sin — dx с погрешностью менее

5-Ю-5. о

1

59. Вычислить интеграл / cosx2dx с пятью верными знаками

после запятой. о

60. Доказать, что:

7Г/3 7Г/3

1) 0,941 < / y/cosxdx < 0,957; 2) 0,983 < / ^- dx < 0,986.

±

61. Доказать, что 0 < f e~x<2 dx - — < 0,005.
J 35

7Г/2/
^

/sm
ж
dx « 0,610 с погрешностью не более

1,5-Ю-3. ^/4

/\/
х dx

— -

верны
л. "т" X

оценки о

3 4/3 3_ 16/3 /7/3 ^4/3 3_ 1б/з _3_ 28/3
4 16 4 16 28

1

64. Вычислить интеграл / dx с погрешностью менее 10~5,
J х

о

используя формулу Тейлора.
1/4

65. Вычислить интеграл / — dx с погрешностью ме-

J х

о

нее 10~4, используя формулу Тейлора.
1

66. Вычислить интеграл / л/8 + х3 dx с погрешностью ме-

-1

нее 10~4, используя формулу Тейлора.
67. Вычислить длину четверти эллипса х2 + 2у2 = 2, используя

формулу Тейлора с тремя членами.



234 Гл. 2. Определенный интеграл и его приложения

тг/2

/dx , используя форму-

0 у 1 — 0,5 sin2 ж

лу Тейлора с тремя членами.

2) Доказать, что погрешность полученного в п. 1) результата не

превышает 0,03.
1

69. Вычислить интеграл / \/1 — х2 dx с погрешностью не бо-

о

лее 10~3.
Указание. Положить у/1 — х = t и воспользоваться формулой

Тейлора.

/dx ,
п Е А/, г > 0. Доказать, что:

1 ~\~ ?Х
О

1) lim Jn{e) = 1; 2) lim Jn{e) " *
= ±-.

71. Пусть /(ж) непрерывна на [а; 6],

а

Доказать, что:

ъ ъ

1) limQ J(e) = jf(x)dx = Jo; 2) Дто J(g)g~
Jo

=-Jf(x)xndx.
72. Пусть а > 0. Доказать, что для любого Ъ > а:

ь ъ
_а2

1) [e~x2dx < — e-fl2; 2) /V*2 ^ж < ^7— A - е-2<ъ-^)]
J 2a J 2а

) где e=l, a

и

73. Доказать, что при а ^ 3,5 и любом Ь > а / е~ж dx < 10~5.

a

6

74. Доказать, что при а>0, а>0 и Ъ > а

75. Доказать, что если а > 1/л/2, то

sin ж 3

а°

2а V 2а2У J 2a
а

76. Доказать, что при а > 0 для любого 6 > а и 6 ^ 2
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х2е~х dx с погрешностью менее 1СГ3.

2

1

^о r> f Sin Ж 7 irk —Я
78. Вычислить интеграл / dx с погрешностью менее 10 .

J I + х1
о

200тг
^л тт

1 /" S1I1Ж ,
1

79. Доказать, что < / dx < Ь
200тг J х 200тг 1004тг3

'

ЮОтг

80. Пусть функция / положительна и убывает на [0;1], и пусть

1

Jn — I f(x) sin 2тгпх dx.

Доказать, что:

l/2n

1) Jn>0; 2) Jn< | /(ж) da;;
о

n—l n—1

^2 < J < ^ ^2Mk^ где Mk =

k=0 k=0

= inf |/'(ж)| на [fc/n; (fc + l)/n], при условии, что / непрерывно диф-

дифференцируема на [0; 1].
81. Доказать, что для любого п Е А/

7г(п+1)
1 /" cos ж , 2п + 1

2п + 1 У ж 4п(п + 1)
'

7ГП

82. Доказать, что для любого п G A/, n > 1, и любого а > 0
а

1 Ц- < [е~хП dx< 1+ —.

п + 1 J ne
о

83. Доказать, что для любого n G A/, n ^ 2,
1

где ап
= 1 +

п(п + 1)
'

1

84. Вычислить интеграл / л/1 + ж10 б?ж с погрешностью не бо-

более 10~3.
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85. Доказать, что nyctk —пь) < / Л/1 + sin2 тгж dx <

о

где ак
= 1 + l/Dfe), n Е Л/, fe E Л/, fe ^ 2.

1

86. Доказать, что 1,0473 < Г y/l + sin4 тгж da: < 1,0625.

о

8

87. Вычислить интеграл / у 1 + sin6 тгж dx с погрешностью не

менее 10~3. °

ю _2

/е dx с погрешностью менее 10 .

1

Указание. Разделить промежуток интегрирования и использо-

использовать формулу Симпсона и интегрирование по частям.

ОТВЕТЫ

1. 1) а) 4/9, 1/18; б) 5/8, -1/8; в) 109/216, 1/216;
2) а) тгл/2/4, 1 - тгл/2/4 = -0,1107...; б) тг/4, 1 - тг/4 = 0,2146...;

в) тгBл/2 + 1)/12. 1-тгBл/2 + 1)/12« -0,00228.
2. а) й = 80,8, Ао - S = 119,2; б) <* = 163,2, Ао - S = 236,8;
в) й = 128/15, До-5 = 0.

3. a) S « 1,08, До - 5 « 3,84;
б) 5 « 2, 27, До - 5 « 7, 58; в) S « 0,43, До - 5 « 2,2.
4. 1) -6,3555; 2) -6,1390; 3) -6,2859.
5. 1) 0,9464; 2) 0,9454; 3) 0,9461.
6.1) 1,219; 2-Ю-4; 2) 1,218; 3 • Ю ;3) 1,218951; Ю ;
7. 1) 6,37; 2) 2,023; 3) 1,603; 4) 0,23; 5) 16,1; 6) 0,822.
8. 1) 2,16; 2) 2,002; 3) 0,3296; 4) 3,482; 5) 0,8350;
6) 4,667; 7) 1,4675.
9. 1) 2,4859; 2) 0,837; 3) 0,8821; 4) 16,5; 5) 0,8225;
6) 5,4024; 7) 0,2288.
10. 1) 1,37039; 2) 0,91597.
11. 1) 0,74686; 0,74682; 2) 0,8788; 0,8862.
12. 1) а) 1,35067; 1,35064; б) 1,467463; 1,467462;
2) а) 1,685742; 1,685750;
б) 1,993875; 1,995299; в) 2,270833; 2,280373.
13. 1) 0 < Д < 0,16; 2) 0 < Д < 0, 053; 3) -3, 59 • 10~2 < Д < 0;
4) 5,3 • Ю-5 < Д < 1,9 • Ю-2; 5) 1,67 • 10~2 < Д < 0,82;
6) 9,12-Ю-5 < Д < 8,06-Ю-3.
14. 1) -1,67 < Д < -2,28 • Ю-3; 2) -9,77 • 10~3 < Д < -1,29 • Ю ;
3) -6,95 • Ю-3 < Д < 1,61 • Ю-5; 4) -9,59 • 10~3 < Д < 3,12 • ПГ3;
5) -7,37-Ю-3 < Д <0.
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15. 1) -1,3 • Ю-5 < А < -0,91 • Ю-5;
2) 1,01 • Ю-5 < А < 8,23 • Ю-4; 3) -1,042 • 10~3 < А < -1,08 • Ю ;
4) -1,02 • Ю-2 < А < -3,26 • Ю-5;
5) -0,667 • Ю-5 < А < 0,472 • Ю ;
6) 1,45-Ю-7 < А < 5,13-Ю-6.
16. 1) 1/20; 2) тг/42; 3) 1/50; 4) 1/8.
17. 1) 1; 2) 3/55; 3) 1/13; 4) 1/18.
18. 1) тг/4; 2) 1/6; 3H,1; 4) 1/5. 19. 1,2763, |А| < 0,1615.
20. 1) 3,746; 2) 0,497; 3) 2,099; 4) 0,524; 5) 0,461; 1,253.
21. 1) 0,916; 2) 2,320; 3) 0,636; 4) 2,682; 5) 0,822; 6) 0,647.
22. 1) 1,610; 2) 2,00027; 3) 2,796; 4) 1,14778; 5) 0,88137;
6) 3,66088; 7) 2,9783.
23. 1) 0,35023; 2) 4,647; 3) 0,7535; 4) 1,228; 5) 2,302; 6) 0,2400;
7) 0,17048; 8) 0,6736; 9) 0,9775; 10) 1,7866.
24. 2тгЯ2. 26. 4,9348. 27. 1) 9,2936; 2) 4,7262; 3) 4,3676.
28. 5,881; |А| < 3,43 • 10~4. 29. 50,81.
30. 21,477 (h = 0,25). 31. 4,734 (h = 0,2). 54. а > b.

56.1) 1/200тг « 0,001592; 2) -1/40тг2 « -0, 002533; 3) 0,23357;
4) 0,19тг « 0,597.
58.0,16369. 59.0,90452. 62.3,3.
65. 0,946082, 0 < А < 1/3 • 10~6. 66. 0,235886, |А| < 0,5 • 10~4.
67. 5,6553. 68. 1,91. 69. 1) 1,82. 70. 0,874.
78. 297/272е4 « 0,0200. 79. 0,238. 85. 1,008. 88. 8,625.
89. 0,02792.



ГЛАВА 3

НЕСОБСТВЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ

§ 11. Несобственные интегралы от неограниченных функций

СПРАВОЧНЫЕ СВЕДЕНИЯ

1. Определение несобственного интеграла от неограничен-
неограниченной функции. Пусть функция /(ж) определена на промежутке [а; Ь)
и интегрируема на любом отрезке [а, ?], ? < Ъ. Если существует ко-

конечный предел функции ?

f(x)dx, A)
а

при ? —у Ъ — О, то этот предел называется несобственным интегралом

функции /(ж) на промежутке [а; Ь) и обозначается

ь

I /(ж) dx.

I ь

В этом случае говорят также, что несобственный интеграл / /(ж) dx

а

сходится, а функция /(ж) интегрируема в несобственном смысле на

промежутке [а; Ъ). В противном случае, т. е. если предел A) не сущест-

ъ

вует или бесконечен, говорят, что интеграл / /(ж) dx расходится,
а

а функция /(ж) неинтегрируема в

несобственном смысле на проме-

промежутке [а; Ь).
Для непрерывной неотрицатель-

неотрицательной функции у = /(ж), ж G [а;Ь),
сходящийся несобственный интег-

ъ
г

рал f(x)dx равен площади (во-

(вообще говоря, неограниченной) кри-
х волинейной трапеции Ф (рис. 11.1):

Рис. 11.1 Ф = {(х;у):а<х < Ъ, 0 < у < /(ж)}.
на на [а; 6), то предел A) сушеству-

ъ

ет и конечен, а несобственный интеграл / /(ж) dx равен обычному

Если функция /(ж) ограничена на [а; 6), то предел A) сушеству-
ъ
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интегралу Римана на отрезке [а, Ь] при произвольном доопределении

функции / в точке х = Ъ. Таким образом, интеграл Римана является

частным случаем несобственного интеграла.

Аналогично определяется несобственный интеграл функции /(ж)
на промежутке (а; Ъ]:

ь ьь ь

I f(x) dx = lim / f(x) dx.

Если функция /(ж) интегрируема в несобственном смысле на про-

промежутках [а; с) и (с; 6], то /(ж) называется интегрируемой в не-

несобственном смысле на отрезке [а; Ь]. В этом случае несобственный

интеграл определяется равенством

Ъ с Ъ

I /(ж) dx = / /(ж) dx + / /(ж) б?ж.

а а с

Если функция /(ж) интегрируема хотя бы в несобственном смысле

на интервалах (a;ci), (ci;c2), ..., (cn_i;b), то по определению пола-

полагают 6 ci с2 Ъ

ff(x)dx = ff(x)dx+ Гf(x)dx + ...+ Г f(x)dx.
a a c\ cn-l

2. Основные свойства несобственных интегралов, ъ

1. Линейность интеграла. Если несобственные интегралы //(ж) б?ж
ь {
I g(x) dx сходятся, то для любых чисел а и C сходится интеграл

аь

I (af(x) + (Зд(х)) dx, причем

а Ъ Ъ Ъ

j (af(x) + Pg{x)) dx = ajf(x) dx + 0j g(x) dx. B)
a a a

2. Формула Ньютона-Лейбница. Если функция /(ж), ж Е [а;Ь), не-

непрерывна и F(x), х Е [а;Ь), — какая-либо ее первообразная, то

ff(x)dx = F(x) =F(b-0)-F(a), C)
a

ГДе
F(b-0) = lim F(ar).

3. Формула замены переменной. Пусть /(ж), ж Е [а;Ь), — непре-

непрерывная, а <р(?), ? Е [а;/3), — непрерывно дифференцируемая функции,

причем
а = <z?(a) ^ cp(t) < lim (p(t) = b:

тогда 6 /3

ff(x)dx= ff(<p(t))<p\t)dt. D)
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Формула D) справедлива в случае сходимости по крайней мере

одного из входящих в нее интегралов. В случае расходимости одного

из интегралов расходится и другой.

4. Формула интегрирования по частям. Если и(х), х Е [а; 6), и v(x),
х Е [а; Ь), — непрерывно дифференцируемые функции и lim (uv) cy-

x-tb—O
ществует, то ъ ъ

udv = uv\a — v du, E)

Д ,6
гш = lim (uv) — u(a)v(a).1а

ж->-Ь—О

Формула E) справедлива в случае сходимости по крайней мере

одного из входящих в нее интегралов. Если один из интегралов расхо-

расходится, то расходится и другой.

5. Интегрирование неравенств. Если функции /(ж), х Е [а;Ь), и

#(ж), ж G [а; 6), удовлетворяют неравенству /(ж) ^ д(х), то для интег-

интегралов ъ ъ

I f(x) dx, / д{х) dx

а а

при условии их сходимости верно неравенство

ъ ъ

Jf(x)dx^ Jg(x)dx. F)
а а

3. Признаки сходимости и расходимости интегралов

для неотрицательных функций (признаки сравнения).
Пусть функции / и д неотрицательны на промежутке [а; Ь) и

интегрируемы на каждом отрезке [а;?), ? < 6. Тогда:
I. Если функции fug удовлетворяют на промежутке [а; Ь) нера-

неравенству / ^ д, то: ъ

а) из сходимости интеграла / д(х) dx следует сходимость интег-

ь {
рала / f(x) dx;

J ъ
а п

б) из расходимости интеграла / f(x) dx следует расходимость ин-

ь {
теграла / д(х) dx.

а

П. а) Если д > 0 на промежутке [а; Ь) и существует

lim Щ=к,
-о дух)

ъ ъ

где к ф 0, то интегралы / f(x) dx и / д(х) dx сходятся или расходят-

расходятся одновременно;ся одновременно
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б) в частности, если f ~ д при х —> Ъ — О, то функции fug
одновременно либо интегрируемы, либо неинтегрируемы на про-

промежутке [а; Ь).
4. Критерий Коши. Пусть функция f(x) определена на проме-

промежутке [а; 6), интегрируема в собственном смысле на любом отрез-
ке [а> ?]> ? < ^ и неограниченна в левой окрестности точки х = Ъ.

Тогда для сходимости интеграла
ъ

jf(x)dx
а

необходимо и достаточно, чтобы для любого числа е > 0 существо-
существовало такое число г] G [а;Ь), что при любых 771, 772 E (^; Ь)

Критерий Коши часто используется для доказательства расходи-

ъ

мости интегралов: / /(ж) dx расходится, если существует число г >

а

> 0 такое, что для любого числа т] G [а; Ь) существуют числа 771 G [ту; Ь)
и г/2 G [77; Ь), для которых ^

||
m

5. Абсолютная и условная сходимость интегралов. Несобст-
ъ

венный интеграл f(x)dx называется абсолютно сходящимся, если

а

функция /(ж) интегрируема на любом отрезке [а;?], ? < Ъ, и сходится

6 ъ

интеграл / \f{x)\dx, и условно сходящимся, если интеграл / f{x)dx
а

Ъ
а

сходится, а интеграл / \f{x)\dx расходится.

а

Если интеграл абсолютно сходится, то он сходится.

Достаточные признаки сходимости. Пусть функция у =

= f(x)g(x) определена на промежутке [а; Ъ) и неограниченна в левой

окрестности точки х — Ь. Тогда справедливы следующие достаточные

признаки сходимости. ъ

Признак Дирихле. Интеграл f(x)g(x)dx сходится, если:

а

а) функция f(x) непрерывна и имеет ограниченную первообраз-

первообразную на [а; Ь);
б) функция д{х) непрерывно дифференцируема и монотонна

на [а; 6), причем lim g(x) = 0.
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Ъ

Признак Абеля. Интеграл f(x)g(x)dx сходится, если:

{ ь

а) функция f(x) непрерывна на [а; Ь) и интеграл f(x)dx схо-

сходится;
а

б) функция д(х) ограниченна, непрерывно дифференцируема и мо-

монотонна на [а; Ь).
6. Интеграл в смысле главного значения (в смысле Коши).

Пусть функция /(ж) интегрируема (в собственном или несобственном

смысле) на промежутках (а; с —г] и [с + е;Ь), г > 0, и неограниченна

в окрестности точки с Е (а; Ь).
Интегралом в смысле главного значения (в смысле Коши), назы-

называется с-е Ь

Um ( Г /(ж) dx + Г /(ж) dx} .

а
ь с+е

Этот предел обозначается v.p. / f(x)dx (v.p. — первые буквы фран-

а

цузских слов valeur principal — главное значение).
Таким образом, по определению

Ъ с-е Ь

v.p. / f(x) dx = lim I / f(x)dx+ I f(x)dx).
a a c+e

b

Если существует несобственный интеграл / f(x) dx, то существу-

существует и интеграл в смысле главного значения, и эти интегралы равны.

Из существования интеграла в смысле главного значения не следует

существование соответствующего несобственного интеграла. Дейст-

Действительно,
1 -si_L С _1_ -.

/
i. ij (XX I (XX \ -i. /ill ii l\ r\

— = lim / h /
— = lim In \x\ + In x\ =0,

X e^+0 \J X J X J e^+O V -1 e/
— 1 —1 ?

1

Г dx

J x

i

dx
а интеграл /

— не существует

ПРИМЕРЫ С РЕШЕНИЯМИ

Пример 1. Вычислить интеграл или установить его расходи-

расходимость:
i i

1) \-^=\ 2) /lnx^x;
о о

i . i

o4 Г ?t j ч -, ч I 1/ж, если ж < 0, л\ /" arccosx ,

3) / f(xdx), где /(x) = \',r- onTIM ^
.

n. 4) / _ da;.
0;

-1
ч

• • ¦

_x
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А 1) Подынтегральная функция неограниченна в левой окрестнос-
окрестности точки ж = 1 и интегрируема на любом отрезке [0;е], г < 1. По

определению несобственного интеграла получаем

/dx
Л. Г dx л. . тг

= lim / = lim arcsm г = —.

2) Подынтегральная функция неограниченна в правой окрестности
точки ж = 0, поэтому

1 1

Inxdx = lim Inxdx = lim (ж In ж — ж) I =

У е^+0У е^+0 1е

= lim (-1 - е\пе + г) = —1.

3) Подынтегральная функция неограниченна в окрестности точ-

точки х = 0. Данный интеграл сходится, если сходится каждый из

интегралов о i

dx Г dxГ dx Г dx

/ — и / —.У х У л/ж
-1 о

v

Но первый из этих интегралов не сходится. В самом деле,

О е

С dx ,. ? с/ж ,. ,

|

/ — = lim /
— = lim In \e = — оо.

У Ж е-^-0 У Ж е-^-0

-1 -1

Следовательно, и исходный интеграл является расходящимся.

4) Подынтегральная функция неограниченна только в правой ок-

окрестности точки ж = —1. В левой окрестности точки ж = 1 функция
,. arccos ж л ~

ограниченна, так как lim = 1. Следовательно,

11 1

/arccos
х ,

л.
Г arccos ж , ,. Г ,

ах = lim / ах = — lim / arccos ж a arccos ж =

-I e e

1 1 1 7Г2
= — - lim arccos2 ж I = - lim arccos2 г = —-. A

2 e^-l+O le 2 e^-1+0 2

/с/ж—, a G /?, на сходимость,
ж

о

А Пусть а ф 1; тогда

1 1

/ — = lim /
— = lim

У Ха е-^+0 У Жа е-^+0 1 — а

О

-а+1 1 - I™ ?~a+1 Г !
1

г
1-е а+

е^+о I ,
если а < 1,

= lim — = -— = < 1 - а
1-а 1-а 1+оо, если а > 1.
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Пусть а = 1; тогда

1 1

/ — = lim / — = lim In ж = — lim Ins = +00.
J X e^+OJ X e-Ц-О

le
е-Ц-0

0 e 1

Следовательно, интеграл / — сходятся при а < 1 и расходит-
J ха

ся при а ^ 1. А

/(Мх
+ 1)

——,- dx.

о
^

А Используя свойство B) линейности несобственного интеграла,

имеем 1 ill

y/ ^ ty y/
0 0 0 0

Для функций \jyfx, 1/^ж? 1/л/^ на промежутке @; 1] первообраз-
первообразными являются соответственно функции F/5) v^", C/2) л/ж^, 2у/х.
По формуле Ньютона-Лейбница получаем

dx 6 6 dx 3 1

=
3

+о 2'
= 2.

+о

Следовательно,

1

Пример 4. Вычислить интеграл /
dx

А Воспользуемся формулой замены переменной в несобственном

интеграле. Положим 1 — х = ?2, ? > 0; тогда х = 1 — ?2, б?ж = —2tdt,
новые пределы интегрирования а = 1, /3 = 0. Следовательно,

1 0 1

b tdttdt dt 7Г

2

Здесь несобственный интеграл заменой переменной преобразован в

собственный интеграл. А

Пример 5. Вычислить интеграл / ^^ dx.
j ^

А Применим формулу интегрирования по частям для несобствен-

несобственного интеграла. Положим

и = In ж, di7 = dxjyfx,

тогда
= dx/x, v = 2 уж



§11. Несобственные интегралы от неограниченных функций 245

и, следовательно,

1 1 1 1

/Inж
/* dx

—= dx = 2 уж In ж — 2 / —= = —2 lim уж In ж — 4у ж = —4. А
уж +о У уж ж^+о +о

о о

Пример 6. Найти площадь фигуры Ф, ограниченной отрезком

[0; тг/2] оси абсцисс, графиком функции у = sin3 ж/ л/cos3 ж, ж Е [0; тг/2),
и его асимптотой.

А Искомая площадь выражается через несобственный интеграл

следующим образом: , ,

о Г j f sin3 ж ,

S = / у dx = /
b

аж.

J J vcos3ж
о о

Для вычисления интеграла положим cos ж = t; тогда dx — —dt/ sin ж.

Новые пределы интегрирования а = 1, /3 = 0. Следовательно,
о о 1

5=- / «^—
= /(? 3 5-t7 5)^=(-t2 5- —

1 0

Пример 7. Вычислить интеграл

о 12

a.beR, Ъ>а.

А Подынтегральная функция неограниченна в правой окрестности
точки ж = а и в левой окрестности точки ж = Ь. Заменой переменной

х = a cos2 ? + 6 sin2 t, ? G @; тг/2)
данный интеграл сводится к собственному интегралу. Действи-
Действительно, находим новые пределы интегрирования а = 0, /3 = тг/2; за-

затем вычисляем ж — а = (b — a) sin2 ?, b — х = (b — a) cos2 t, б?ж =

= 2F — а) sin t cost (it. В результате получаем
b тг/2

Ж
=2 / dt = ir. k

п v О

тг/2

Пример 8. Вычислить интеграл / 1п8тжб?ж.

о

А Подынтегральная функция неограниченна в правой окрестности
точки ж = 0. Установим сначала существование интеграла. Для этого

воспользуемся формулой интегрирования по частям, положив

и = In sin ж, dv — dx.

Тогда cos ж ,

du = —— dx, v = ж,
sin ж

V2 w/2 V2/ /

/7Г/2
л

In sin ж б?ж = ж In sin ж — / ж ctg xdx —

+о У
о о
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тг/2 тг/2

= — lim (ж In sin ж) — / xctgxdx = — / xctgxdx.
ж-Ч-0 J J

О О

Последний интеграл существует, так как функция xctgx ограниченна
на промежутке @;тг/2]. Следовательно, существует и исходный ин-

интеграл. Обозначим его через J и сделаем замену переменной х = 2t.

Тогда получим

тг/2 тг/4

J = / In sin x dx = 2 In sin 2t (it =

о о

тг/4 тг/4 тг/4

/7Г
Г Г

(In 2 + In sin t + In cost) dt = — In 2 + 2 / In sin t (it+ 2 / In cost dt.
2 J J

0 0 0

Замена переменного t = тг/2 -ив последнем интеграле приводит его

к ВИДУ тг/2

/ In sin u (iu,

тг/4

и, следовательно, для J получаем уравнение

J= | In2 + 2J,

из которого находим J — In 2. А

тт п тт Г COS2(l/x) ,

Пример 9. Исследовать / j±—- dx на сходимость.
J л/х
о

А На промежутке @; 1) справедливо неравенство

q <
СО82A/ж) < J_

1 V^ V^
/* dx ( о

! A
и так как / —= сходится (пример 2, а = - J, то по признаку срав-

о

нения I, а) сходится и данный интеграл. А

/dx на сходимость.
1 — х6

о

А Подынтегральная функция f(x) = 1/A — ж3) неограниченна в

левой окрестности точки х = 1. Возьмем в качестве функции срав-
сравнения функцию д(х) = 1/A - х). Так как

fix) 1-х 1 1
lim L)—!- = lim = lim =

-,

x^i-o д(х) Ж411-ж3 x^il + x + x2 3'

то из расходимости интеграла

dx f dt

1-х J t
о о
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(пример 2, а = 1) согласно признаку сравнения II, а) следует расхо-

расходимость данного интеграла. А

} 1п(! + v^)тт 11 тт } 1п(! + v^) л
Пример 11. Исследовать / —т= -=J- ах на сходимость.

J л/х sin у/х

А Подынтегральная функция неограниченна в правой окрестности
точки х = 0. При х ->• +0 имеем

ln(l + уж2) \7ж2
_

1

^i^ х у/х
'

и так как интеграл / — сходится, то по признаку сравнения II, б)
о

сходится и данный интеграл. А

In х\

/In
х\

dx. a G /?, на сходимость.
жа

о

А Рассмотрим сначала случай а < 1. Положим г = 1 — а; тог-

тогда г > 0. Представим подынтегральную функцию в виде

1пж| _ |1пж| _ х?/2\\пх\ , .

При ж —>- +0 имеем х?12\ 1пж| —>¦ 0, поэтому существует такое жо, что

для всех х е @;жо) верно неравенство

Следовательно, из равенства G) получается оценка

xa xl~?l2
'

x0

ax

Поскольку / г сходится, то по признаку сравнения I, а) схо-

о

Г \\nx\dx тт

дится и / J !—. Поэтому сходится и данный интеграл, так как он

J ха
о

представим в виде

dx= 7li
a J xxa J xa J xa

0 0 x0

т. е. в виде суммы двух интегралов, один из которых сходится, а дру-

другой является собственным интегралом. Таким образом, при а < 1

исходный интеграл сходится.

Пусть теперь а ^ 1. В этом случае для всех х G @; 1/е) верно не-

неравенство |1пж| > 1 и, следовательно, неравенство

\\пх\/ха > 1/ха.
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1/е

Применяя признак сравнения I, б), получаем, что / * "^ dx расхо-

} |Ьж| ,

°

дится, а поэтому расходится и интеграл / J—^-L ax.

J X
о

Итак, исходный интеграл сходится при всех а < 1 и расходится

при всех а ^ 1. А

Пример 13. Доказать расходимость интеграла
1

/ sirT -—

J VI—ж/1 —

dx

х

'

А Для доказательства применим критерий Коши. Возьмем произ-
произвольное число т] е [0; 1) и натуральное число п такое, чтобы выпол-

выполнялось неравенство

Оценим снизу модуль интеграла по отрезку [1 - 1/(тгп); 1 - 1/Bтгп)],
сделав предварительно замену переменной t = 1/A — х):
1-1/Bтгп) 2тгп 9 2тгп

[ sin2(^-)-^_ = ?55J*>J_ hm'tdt =

У V 1 - ж / 1 - ж У ? 2тгпУ

2тгп
1 Г 1 — cos 2? ,, 1 тгп 1

= / dt = = -.

2тгп У 2 2тгп 2 4
7ГП

Из полученной оценки следует, что существует число е = 1/4, та-

такое, что для любого числа г] G [0; 1) существуют числа т}\ = 1 — 1/(тгп)
и г\2 — 1 - 1/Bтгп) такие, что

• 2 ( 1 \ с/ж

Согласно критерию Коши это означает, что данный интеграл расхо-
расходится. А

Пример 14. Исследовать на абсолютную и условную сходимости

} . / 1 \ dx

/ sin

J VI — Ж/1 —

;

интеграл i

х

о

А Воспользуемся признаком Дирихле. Положим

и ^) =

Функция /(ж) непрерывна на промежутке [0;1), и ее первообразная

( — cos J ограниченна. Функция д(х) непрерывно дифференци-

дифференцируема и монотонна на [0; 1), причем lira д{х) = 0. Оба условия при-
х—>1—О
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знака Дирихле выполнены. Следовательно, интеграл сходится. Абсо-

Абсолютно интеграл не сходится, что следует из неравенства

1 . 1
sm

1 — ж 1 — ж

и из расходимости интеграла
1

1 -21
sm

1 — ж 1 — ж

с/ж

установленной в примере 13. Следовательно, исходный интеграл схо-

сходится условно. А

ЗАДАЧИ

Вычислить интеграл или установить его расходимость A-16).
4

3 /
1

' '

J л/х + х'

1 0 4

1 [ _ о Г —

п f dx

У фс У (ж +1){ .

О -2
v J

0
¦

4. /-=-^ = . 5. / ,dx 6. /^?LУ жд/ж
- 2ж + д/ж У /|Ж2 _ ]| J

о

0,5

I - Ж^

dx

ж In2 ж

7Г

). / tgxdx.

тг/4

10.
sin x + cos x

dx. 11
— cos x

TV

COS Ж
12

/sin ж

Г dx
' J ex -Г

13.
С л /T dx

Л
. С Л ir dx

_, г
С arcsin ж

7
. е1/х — . 14. е1/х — . 15. / . б?ж.

J X3 J X3 J ^/l-X2
-1 -1 0-1

1

— x2) arcsin ж

Вычислить интеграл A7-36).

17.

20.

2 - л3/ж~ - ж3
-0,25

. 18 . / ^ 19. /_У жл/2ж +1 У (ж -
05 у

с/ж

-0,5
1

(ж - 1)л/ж2 - 2

жл/Зж

с/ж
91 / ^Ж

2
- 2ж - 1

' '

У D-ж)л/1 -ж2
'

22.
с/ж

23¦/
ж4 с/ж

A6-ж2)л/1 -ж2 У A+ж2)л/1 -ж2

а 1
п

. / . =, а > 0, fr ^ 0. 25. [
х dx

У л/а2 + &2 - 26ж У л/Г^?
nGTV.
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тг/4 тг/2

dx, Ь> а. 27. [ y/ctgxdx. 28. [y/tgxdx.
J J

29. / (жsin — cos — da:. 30. / .

I V ж2 ж ж2 У ^ л/A-ж2
/ .

^ л/A-ж2) агссо8ж

/ж3агс8тж
,

ori f о,

— dx. 32. / ж In

о -l

1 + ж с/ж

1 тг/2

33. fxa\nnxdx, a > -1, га Е Л/. 34. [\ncosxdx.
о о

7Г 7г/2

ж In sin ж dx. 36. / (In cos ж) созBпж) dx, n e N.

о о

Вычислить площадь криволинейной трапеции, образованной гра-

графиком функции C7-44).
37. у= J-, хе [0;0,4). 38. у= ^, же [-1;1], ж ф 0.

— 5ж уж3

39. ?/ =
Ж

=,
ж G (а; 6).

^(*-а)(Ь-я)

40. у =
Ж

^,
ж е C;5). 41. 2/ = ! ,

ж G

у (ж — 3)E — ж) жл/1пж

42. j, = a;lni±?, же [0;1). 43. у = д^ , ^ [0;1).

44. у =

Найти площадь фигуры, ограниченной заданной кривой и ее

асимптотой D5-49).
45. ху2 = 8 - 4ж. 46. (ж + 1)у2 = ж2, ж < 0.

47. D - жJ/2 = ж3. 48. A - ж2)?/2 = ж2, ж > 0.

49. ж = cos2t, у = cos2ttgt, t G [тг/4; Зтг/4].
50. Найти площадь фигуры, ограниченной кривыми, заданными

в полярных координатах:

1) г = tg<p, г = 1/cosy?, у? G [0;тг/2);
2) г = 1/(р, г = 1/sirup, if e @;тг/2].
51. Найти объем тела, ограниченного поверхностью, получающей-

2

ся при вращении кривой у = е~х и прямой у = 0 вокруг оси ординат.

52. Найти объем тела, ограниченного поверхностью, получающей-
получающейся при вращении кривой D

— х)у2 — ж3 = 0 вокруг ее асимптоты.

Доказать неравенство E3-56).

//J D+
53. ^ < / ^ < ^.
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54.
1пB + л/3) lnB + л/3)

A0 10

rr
7 e

x
dx

^ гл no rn f sinGr/4
— ж) ,

л
55. / — < 0,03. 56. / —v ' J dx > 0.

1,9 О

Исследовать на сходимость интеграл E7-77).
я

dx
58. /• 59.Ь7'I x* + yz'
""¦

j v is-*4
""

у ^г^^
0 о о

2

(х-2)&
в1в /вшж^ ^ 7^^,Зж2 + 4 Уж2 У ^тж

1 о о

60 '

J ж3-;

63.

65

3

cos ж У л/ж

dx

тг/4 г

64. / А/^^^У У cos ж +

-тг/4

[ д/tg (ж3 - 7ж2 + 15ж - 9)
66.

— sin ж

sin ж

dx

ж)

67. / ^
. 68. / ^dx

.

У ^ж(е--е-) У е^*-1/У ^ж(е--е-)

70.
y/x + arctg ж

71
У
V жA

- жK

69.

72.

— cos ж

7Г 7Г 1

^о [ lnsinx , ,_, ( lnsini , „ fi и /I • 2 I j
73. / —^=- dx. 74. / ——— dx. 75. / In |1 - 4sirr x\ dx.

У ух У жл/втж У
ооо

76. dx. 77. /
Уж1п2A + ж)

о
v J

о

Найти все значения параметра а, при которых сходится ин-

интеграл G8-96).

78
1-СО8Ж , ^^ г 6х2х +24 cos ж- 13ж4 -30

. [l~co*x dx. 79. Г
J xa У

80 . f . 81

1

У ch ж — cos— cos ж

82

84.

•/¦ л QQdx. 83.

тг/2
— у/1 + 2 cos ж

. 85.

da:.

ch (аж) - 1пA + ж2) - 1

^8 - ж3 - 2
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1 OL 0,5
Г 1п(еж + х) — х ,

о^

Г In tg ж dx
оо. / аж. о7. / —.

У tgж У Dжсо8ж
— 7rsmx)a

о о

1 1
_

/"In спA/ж) ,
ОГк Г\п\/1 + 2х — же ,

88. / —q/
v '

/ аж. 89. /
— dx.

У 1п31 + ж У 1-со8«ж
о о

90. / ( ) 1пB + х) dx. 91. / —— ,-.—- dx.

-i i

1
- ' -

'
'¦

-xf/ЫхГ sin(arcsinx + x3)-x ^ Q3^
/•

J sina ж УJ У arctga(x — x2)
о о

„. /" arctg (X2 + Ж2") ,

гьг f dx
nr* f r2/(r a) 7

94. / ^- г-*-dx. 95. / -—: r. 96. \ ex l^x~a) dx.
J ж1паA+ж) 7 In \x -a\ J
о о о

Определить, при каких значениях параметров а и /3 сходится ин-

интеграл (97-102).
1 тг/2 1

97. jxa{l-xf dx. 98. | sin^xcos^xdx. 99. fxa\np^dx.
0 0 0

1 0,5

100. jxa(l-xf\nxdx. 101.

( /)
0

Исследовать на абсолютную и условную сходимость интег-

интеграл A03-106).

irko f sm(l/x)dx ЛГкЛ
С 1 л/х — 1 ,

103. / г-
• Ю4. / —— cos -—^— dx.

J 2 /32(/) J ф ф

f sm(l/x)dx ЛГкЛ
С

. / г-
• Ю4. /

Jq x2 + \/x3+x2cos(l/x) J

105. /fl^cosd/,)^ 106
УcosMnx

х2 У ж In ж
о о

Исследовать на абсолютную и условную сходимости при всех зна-

значениях параметра а интеграл A07-119).

} 7Г } Ха 1
107. / A - х)а sin —— dx. 108. / -?— sin - dx.

У 1-х J x2 + 1 x

о о

1 0,5

109. /cosf^-l)—. 110. / (-^"Tcos \ dx.
J \Jx J xa У\1-ж/ ж2
о о

1 тг/4

111. ( —-^^M^L-—. 112. /sinf^-)^-.
У Ж2A/Ж + 81ПA/Ж))а У \81ПЖ/81П Ж

О О



§11. Несобственные интегралы от неограниченных функций 253

тг/4 1

/С
1 ~~\~ х dx

tgaxcosctgxdx. 114. / sin- — —

.

J i. X [i. X )
0 -1

1 1

dx./Жа
1 Г 1

sin - dx. 116. / x^arctgxcos-
еж - 1 ж J x

о о

/Ч1Л
ra Г o.\r\('\ IтЛ С (Л r}a 1

—— аж. 118. / . _v x '
аж. 119. /

— sin - аж.
x2 J (л/х-х)а J x x

о о о

120. Исследовать на абсолютную и условную сходимости при

всех значениях параметров а и /3 интеграл

f cos(l/aQ ,

У ^A-х2)^

121. Найти все значения параметра а, при которых сходится ин-

о

Исследовать на абсолютную и условную сходимости при всех зна-

значениях параметра а интеграл A22-128).
1/2

_

1 ,

122. [
*~ МФ) dx_ 123. / fXc0S^x\adx.

0 0 x^^ei/»-bxj
Sill Ж COS X у -i о к / V "г / 7

__ dx, 125. у 3 cos - dx.
х6/2 J х

о о

1
2Nla

^

126# /* (ajctga; ) ^
].
^^ 127^

J X6 X

о о

тг/2/

128. /" ctg^xcos - dx.
J x

о

129. Доказать, что если функция f(x) монотонна и ограниченна

на промежутке @; 1] и существует несобственный интеграл

1

xaf(x)dx, то lim xa+ f(x) = 0.

о

130. Выяснить, можно ли сходящийся несобственный интеграл
ъ

I f(x) dx рассматривать как предел соответствующей интегральной
а п-1

суммы Y^
/ j

J \?,k)\%k — 1 ^k)j sfe ^ [*^A; 5 «?fc+l J •
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131. Пусть функция /(ж) монотонна на промежутке (а; Ъ] и

неограниченна в правой окрестности точки ж = а. Доказать, что

ъ

если f(x)dx существует, то

Inn b^Yf(a+b^±k)= ff(x)dx.
П-ЮО П ^-^ \ П ) J

к=0 а

132. Доказать, что если функция /(ж) непрерывна на некотором

промежутке [0;е), е > 0, и /@) ф 0, то при а < 1 верно асимптоти-

асимптотическое равенство

Xй- 1 — a

о

Найти интеграл в смысле главного значения A33-139).
10

.
7

dx

()
0 -1

6 4

dx
135. v.V.J _х с ?(а;Ъ), п € Л/. 136. v.p.

а 0.5

тг/2

137. v.p. fxtgxdx. 138. v.p. /" —

.F У 6 F J 3-5sinx
о о

7Г/2

139. v.p. f ——.— , a e @; 1).
J a - sin ж

0 2

140. При каких значениях а существует v.p. / dx Г

о

141. Доказать, что если функция /(ж) непрерывна на отрезке [a; b]
и обращается в нуль только в одной точке х = с G (а;Ь), производ-
производная /;(ж) существует в некоторой окрестности точки ж = с, причем

ъ
1

ъ

/dx
Г dx

——-

расходится, а v.p. / —-—

су-
f(x) J f(x)

ществует. a a

142. Доказать, что при ж > 1 существует v.p. / -—.

ОТВЕТЫ

1.2. 2. Расходится. 3. 21пЗ. 4. Расходится. 5. -+1пB + л/3).
6. 9тг/4. 7. 1/1п2. 8. Расходится. 9. Расходится. 10. -3/2.
11. 4. 12. Расходится. 13. -2е~1. 14. Расходится. 15. тг2/8.
16. л/2тг. 17.625/187. 18. 21п(л/2 - 1). 19. тг/2.
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20. 7r/2-arcsinC/4). 21. тг/л/15. 22. тг/Dл/15).
23. (тг/2)(л/2 - 1). 24. 2, если 6 ^ а; Bа)/Ь, если 6 > а.

ок (п-1)!! ((п-1)!!)тг
25. г^— ,

если п нечетное;
—

,, ,
если п четное.

п!! п!!2

26. |(Ь- а)(а + ЗЪ). 27. ^= (тг + In ^у). 28. тгл/2.

29. л/2. 30. 20F. 31. 7/9. 32. 5тг/3. 33. ((-1)пп!)/(а + l)n+1.
34. -(тг1п2)/2. 35. -(тг21п2)/2. 36. (-1)п-1тг/Dп). 37. 2л/2/5.
38. 10/7. 39. тг(а + 6)/2. 40. ЗЗтг/2. 41. 2. 42. 1. 43. 2.

44. (тг1п2)/2. 45. 4тг. 46. 8/3. 47. 12тг. 48. 2. 49. 2 + тг/2.
50. 1)тг/4, 2) 1/тг. 51. тг. 52. 1бтг2. 57. Сходится.

58. Сходится. 59. Сходится. 60. Расходится. 61. Расходится.

62. Сходится. 63. Сходится. 64. Сходится. 65. Расходится.

66. Расходится. 67. Сходится. 68. Сходится. 69. Расходится.

70. Сходится. 71. Сходится. 72. Сходится. 73. Сходится.

74. Расходится. 75. Сходится. 76. Расходится. 77. Сходится.

78. а < 3. 79. а < 7. 80. а ^ 1/2. 81. а = 1/2. 82. а < 3.

83. а<4. 84. а = 1. 85. а ± л/2. 86. а > 0. 87. а < 1.

88. а <-2. 89. а ^0. 90. а >-2. 91. а < 2. 92. а < 4.

93. а < -2/3. 94. а < 0, 0 < а < 2.

95. а < -1, 0 < а < 1, а > 2. 96. а ^ 0, а ^ 1.

97. а>-1, /?>-1. 98. а>-1, /3 >-1.
99. а >-1, /?>-1. 100. а>-1, Р>-2.
101. /3 < 1, а

— любое число; /3 = 1, а < —1.

102. /3 < 1, а > 0; /3 > 1, 0 < а < 1. 103. Сходится условно.
104. Расходится. 105. Сходится условно. 106. Сходится условно.
107. Сходится абсолютно при а > —1, условно при

— 2 < а ^ —1.
108. Сходится абсолютно при а > —1, условно при

— 2 < а ^ —1.
109. Сходится абсолютно при а < 1, условно при 1 ^ а < 3/2.
110. Сходится абсолютно при а > —1, условно при —3 < а ^ —1.

111. Сходится абсолютно при а > 1, условно при 0 < а ^ 1.

112. Сходится абсолютно при а < 1, условно при 1 ^ а < 2.

113. Сходится абсолютно при а > —1, условно при —2<а^ —1.
114. Сходится абсолютно при а < 1, условно при 1 ^ а < 2.

115. Сходится абсолютно при а > 0, условно при
— 1 < а ^ 0.

116. Сходится абсолютно при а > -2, условно при -3 < а ^ -2.

117. Сходится абсолютно при а > 1, условно при а < —1.

118. Сходится абсолютно при а < 1, при а ^ 1 расходится.

119. Сходится условно при а > —1, при а ^ —1 расходится.

120. Сходится абсолютно при C < 1, а < 1; условно при C < 1,
а < 2.

121. -1< а < 2.
3 3

122. Сходится абсолютно при а > -, условно при 1 < а ^ -.
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123. Сходится абсолютно при а > -, условно при
— - < а ^ -.

124. Сходится абсолютно при а > 1/2, условно при 1/4 < а ^ 1/2.
125. Сходится абсолютно при а > 3/2, условно при 1 < а ^ 3/2.
126. Сходится абсолютно при а > 1, условно при 1/2 < а ^ 1.

127. Сходится абсолютно при — 1 < а < 1, условно при
— 2 < а ^ —1.

128. Сходится абсолютно при — 1 < а < 1, условно при 1 ^ а < 2.

133. In 2. 134. 1/9.
135. Если п = 1, то 1п((& - с)/(с - а)); если га = 2fc + 1, fe G Л/, то

A/(га - 1))((а - cI-n - F - сI 1);если га = 2к, к G Л/, то интеграл

не существует.

136. In2. 137. -тг1п2. 138. -AпЗ)/4.

139. —^ In
x

v^ "

. 140. а > -1.

§ 12. Несобственные интегралы с бесконечными пределами

интегрирования

СПРАВОЧНЫЕ СВЕДЕНИЯ

1. Определение интеграла с бесконечными пределами ин-

интегрирования. Пусть функция /(ж) определена для всех х ^ а и

интегрируема в любом отрезке [а; Ь]. Если существует

о

lim ff(x)dx, A)

то этот предел называется несобственным интегралом функции fix)
+00

на промежутке [а; +оо) и обозначается / f(x)dx. В этом случае

а ?°

говорят также, что несобственный интеграл / /(ж) dx сходится,
а

а функция /(ж) интегрируема в несобственном смысле на проме-

промежутке [а;+оо). В противном случае, т. е. если предел A) не сущест-

+ОО

вует, говорят, что интеграл / f(x)dx расходится, а функция /(ж)
а

неинтегрируема в несобственном смысле на промежутке [а;+оо).
Для непрерывной неотрицательной функции у = /(ж), ж G [а; +оо),

+ОО

сходящийся несобственный интеграл / /(ж) dx равен площади не-
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ограниченной криволинейной трапеции Ф (рис. 12.1): Ф = {(х;у): а <

< ж < +оо, 0 < у < /О)}.
Аналогично определяется не-

собственный интеграл функ-
функции /(ж), х Е (—оо; Ь], с ниж-

нижним бесконечным пределом

ъ

интегрирования:

ъ

\ /(ж) dx = lim / /(ж) <

J a-ь—оо J Рис. 12.1

Несобственный интеграл с бесконечными верхним и нижним пре-

пределами интегрирования функции /(ж), х Е /?, определяется следую-

следующим образом: +оо с +оо

/ f(x)dx= / f(x)dx+ / f(x)dx,
— (X) —(X) С

где с — некоторое число.

Если для функции /(ж), ж G [а; +оо), при некотором с> а сущест-

существуют интегралы с +оо

J f(x)dx и J f(x)dx,

то +оо +оо

[ /(ж) ^ж = ff(x) dx+ f /(ж) ^ж.

а а с

Если хотя бы один из ингегралов в правой части этого равенст-

+ОО

ва не существует, то интеграл / f(x)dx называется расходящимся.

2. Основные формулы для несобственных интегралов на

бесконечном промежутке.
1. Линейность интеграла. Если несобственные интегралы

+ОО +ОО

Г f(x)dx, J g(x)dx
а а

сходятся, то для любых чисел а и C сходится интеграл
+ОО

I (af(x)+/3g(x))dx,

причем
+ОО +ОО +ОО

(af(x) + /3g(x)) dx = a j /(ж) dx + /3 j g(x) dx. B)

2. Формула Ньютона-Лейбница. Если функция /(ж), ж G [а;+оо),
непрерывна и F(x), ж G [а;+оо), — какая-либо ее первообразная, то

+ОО

/(ж) dx = F(x)\+°° = F(+oo) - F(a), C)
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где

F(+oo) = lim Fix).
ж-Ц-оо

3. Формула замены переменной. Пусть /(ж), х Е [а;+оо), — не-

непрерывная, a ip(t), t G [a;/3), C ^ +оо,
—

непрерывно дифференци-

дифференцируемая функции, причем

а = ср(а) ^ cp(t) < lim (^(t) = +оо;

+оо C

f(x)dx= ff(<p(t))<p'(t)dt. D)
a a

Формула D) справедлива в случае сходимости по крайней мере

одного из двух входящих в нее интегралов. В случае расходимости

одного из интегралов расходится и другой.
4. Формула интегрирования по частям. Если и(х), х Е [а;+оо), и

v(x), х Е [а;+оо), —

непрерывно дифференцируемые функции
и lim (uv) существует, то

х—>-|-оо _^оо _^оо

udv = uv а°° — / vdu, E)
а а

где 1+оо ,. , ч / \ / \

uv\ — lim (г^г?) — u(a)v(a).1а
ж-^+оо

Формула E) справедлива в случае сходимости по крайней

мере одного из двух входящих в нее итегралов. В случае расходи-
расходимости одного из интегралов расходится и другой.

5. Интегрирование неравенств. Если функции /(ж), х е [а;+оо),
и д(х), х е [а;+оо), удовлетворяют неравенству f(x) ^ д(х), то для

интегралов +оо +оо

I f(x)dx, I g(x)dx
а а

при условии их сходимости верно неравенство
+ОО +ОО

/ f(x) dx ^ / д(х) dx.

а а

3. Признаки сходимости и расходимости интегралов для

неотрицательных функций (признаки сравнения). Пусть
функции fug неотрицательны и интегрируемы на любом отрез-
отрезке [а;Ь], Ъ < +00. Тогда:

I. Если fug удовлетворяют на промежутке [а; +оо) неравенст-

неравенству / ^ д, то: +оо

а) из сходимости интеграла / д(х) dx следует сходимость ин-

/аf(x) dx;
+ОО

а
р

б) из расходимости интеграла / f(x)dx следует расходимость



§12. Интегралы с бесконечными пределами интегрирования 259

+ОО

интеграла / g{x) dx.

а

П. а) Если д > 0 на промежутке [а; +оо) и существует

Щ=к,
д(х)

+ОО +ОО

/гf{x) dx и / д{х) dx сходятся или расхо-

расходятся одновременно; а а

б) в частности, если f ~ д при х —у +оо, то / и д одновременно

либо интегрируемы, либо неинтегрируемы на промежутке [а;+оо).
+ОО

4. Критерий Коши. Интеграл / /(ж) dx сходится тогда и толь-

а

ко тогда, когда для любого е > 0 существует число 6 = b(e) ^ а такое,

что при любых Ъ\ > Ъ и &2 > Ь выполняется неравенство

/(ж) dx < е.

Критерий Коши часто используется для доказательства расходи-

+ОО

мости интегралов: / f(x) dx расходится, если существует число

а

г > 0 такое, что для любого Ъ ^ а существуют числа Ь\ > Ъ и Ъ2 > Ъ

такие, что ь2

Jf(x)dx\ >e.

5. Абсолютная и условная сходимость интегралов. Ин-

Интеграл +оо

/ f(x)dx
а

называется абсолютно сходящимся, если функция / интегрируема
+ОО

на любом отрезке [а; Ь] и сходится интеграл / \f(x)\dx, и условно

/аf(x) dx сходится, а интеграл

/а\f(x)\dx расходится. Абсолютно сходящийся интеграл сходится.

а

6. Достаточные признаки сходимости интегралов.
+ОО

Признак Дирихле. Интеграл / f(x)g(x)dx сходится, если:

а

а) функция /(ж) непрерывна и имеет ограниченную первообраз-

первообразную на [а; +оо);
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б) функция д(х) непрерывно дифференцируема и монотонна на

[а; +оо), причем lim д(х) = 0. +оо

Признак Абеля. Интеграл / f(x)g(x)dx сходится, если:

а) функция /(ж) непрерывна на [а; +оо) и / f{x)dx сходится;

а

б) функция д(х) ограниченна, непрерывно дифференцируема и мо-

монотонна на [а;+оо).
7. Метод выделения главной части. Этот метод основан на

следующем утверждении: если подынтегральная функция /(ж) пред-
ставима в виде /(ж) = д(х) + R(x), где R(x) — функция абсолютно

интегрируемая, то функции /(ж) и д(х) одновременно либо абсолют-

абсолютно интегрируемы, либо условно интегрируемы, либо неинтегрируемы.
Обычно представление функции f(x) в указанном виде удается по-

получить, выделяя ее главную часть при х ->• +оо.

8. Интеграл в смысле главного значения (в смысле Коши).
Интегралом в смысле главного значения функции /(ж), ж Е /?, назы-

называется +а

lim / /(ж) dx.
а—>-+оо

— а

+оо

Этот предел обозначается v.p. / /(ж) dx. Таким образом, по опреде-

определению +оо _оо +а

v.p. / fix) dx = lim / /(ж) dx.
J a-^+oo J
— сю —a

+OO

Если существует несобственный интеграл / /(ж) dx, то существу-

— сю

ет и интеграл в смысле главного значения, и оба интеграла равны.
Из существования интеграла в смысле главного значения не следует

существование соответствующего несобственного интеграла. В самом

деле, +оо +а

j.p. xdx = lim xdx = lim —

J a—>-|-oo У a—>-+oo 2 —a
— oo —a

+00

= о,

+

/ жб?ж,а / жб?ж, очевидно, не существует.

оо

ПРИМЕРЫ С РЕШЕНИЯМИ

Пример 1. Вычислить интеграл, или установить его расходи-

расходимость:

+ ОО +ОО +ОО
ах ^ Г ^7 м Г ах

1) / -Р^г; 2) Г cos2xdx; 3)У ж2 — 1 J
2 0
У J J x2 + 4ж + 9
2 0 -оо
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+ОО

Л,
Г dx ,. С dx ,. /1 , ж - 1\ а

1) / —9
= Inn / — = hm ( - In ——- =

2 2

1
r

Л a-1 , 1\ In3
= - hm In In - I = .

2 а^+oo V a + 1 3/ 2

+oo a

2) / cos 2ж dx = lira / cos 2x dx = lira
J a—>-+oo J a—)-+o<

sin 2a

*+oo 2
и, так как пре-

предел не существует, интеграл расходится

+оо 0 +оо
с/ж С dx

— сю —сю О

0
7

6

,. Г dx ,. /" аж
= lim / —г Ь hm / —г

а^-оо У Ж2 + 4ж + 9 6^+оо У Ж2 + 4ж + 9

= lim
а—У — оо

arctg
л/5 a)

¦ г М .
ж + 2

+ hm —= arctg ——
\л/5 л/5 :)-

1,2 1
г , а+2

,
1

г , Ъ+2
= — arctg — — hm arctg

—— Н—г= hm arctg
——

л/5 л/5 л/5 а-^-оо д/5 л/5 &-^+оо л/5
1 1 7Г

/с/ж—, a G /?, на сходимость.
ж"

А Пусть а/1; тогда

с/жГ dx ,. fc/ж ,. ж
а+

/ — = hm / — = hm -

J Xa a-^+oo J Ха а-^+оо —а + 1

= lim
-1

lim
а—>-+оо 1 —

lim a

а—>-+оо

1 -а

I г ПРИ « > 1,
= < а - 1

I +00 при а < 1.

Пусть а = 1; тогда

+ОО

С/Ж

/с/ж
,. /" с/ж ,. ,

—
= hm / — = hm In ж

Ж а—>-+оо J Ж а—^+сх)

= lim In а = +00.
а—>-+оо

1 1

+ОО

Следовательно, / -^ сходится при а > 1 и расходится при

а^ 1. А 1

/с/ж—, a G /?, на сходимость,
ж

о

А Представим интеграл в виде суммы двух несобственных интег-

С dx
_

С dx С dx

J ~х*
~

J ~х* J х~а'
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Первый интеграл сходится только при а < 1 (§ 11, пример 2), второй
только при а > 1 (пример 2). Следовательно, данный интеграл при
каждом значении а является расходящимся. А

+ОО

Пример 4. Вычислить интеграл / ( — \- — J dx.
\Jb | А. )

и д(х) = —-

уХ "т" J-)
являются соответственно функции

А Для функций f(x) = ——- и д(х) = —- первообразными
X i. уХ "т" J-)

y '
2 x+1

y '
x+1

По формуле Ньютона-Лейбница получаем

+О°1 , 1 , ж - 1 +°° 1,1 1

+ОО

ж
—

ж +

б?Ж =

1

1

I —

+ОО

2

1

ж -Ь 1
2

(x + iy-

Следовательно, в силу линейности, данный интеграл равен

3 2
+ОО

Пример 5. Вычислить интеграл / —— —

.

J (ж2 + IN

А Воспользуемся формулой замены переменной в несобствен-

несобственном интеграле. Положим х = л/t; тогда

dx = dt/BVi),
новые пределы интегрирования а = 2, /3 = +оо, и, следовательно,

+ОО +ОО
Г xdx

_

1 Г

/ (Ж2 + Пз
-

2 / ( 2
=

36

+оо

с/ж
Пример 6. Вычислить интеграл / ——J xyx2 + ж + 1

А Применим формулу замены переменной. Положим х — 1/t; тогда

dx = —dt/t ,

новые пределы интегрирования а = 1, /3 = 0. В этом случае не-

несобственный интеграл с помощью замены переменной преобразует-
преобразуется в собственный интеграл, который легко вычисляется:

+оо О О

dx Г dt Г dt

[ *5 = _/¦
У жл/ж2 + ж + 1 У л/РТТТТ У ^/(t + 1/2J + 3/4
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Пример 7. Вычислить площадь S криволинейной трапеции,
ограниченной графиком функции у = 1/лД + ех и положительными

лучами осей координат.

А Искомая площадь выражается через несобственный интеграл

следующим образом: +оо +оо

s= hdx= I ж
dx

о о

Для вычисления интеграла положим 1 + ех = ?2, t > 0; тогда

_

2tdt dx
_

2dt

и, кроме того, когда х Е [0,+оо), имеем t Е [л/2,+00). Поэтому
^™

2dt , t - 1 +о°
_

л/2 + 1
" П

л/2-1

+ОО

Пример 8. Вычислить интеграл / ^— dx.
J х1
1

А Применим формулу интегрирования по частям для несобст-

несобственного интеграла. Положим

и = arctgx, dv = dx/x2]
тогда

du = dx/(x +1), г? = — 1/ж,
и, следовательно,

+О

/arctgx
,

_
arctgx

^°°
/"

ж2 х i J х

dx

1 7Г 1П 2

Пример 9. Доказать неравенства

п ^
Г° л/ж3 - ж2 + 3 , 1

О < / -^-—тг—-т- dx <
X5 + Ж2 + 1 10\/2

'

А При ж G [2; +оо) справедливы неравенства

о< vf
поэтому

ж5 + ж2 + 1 ж5

J ж5 + ж2 + 1
2 2
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Но +оо

5 Юл/2
"

sin^ Зж
Пример 10. Исследовать / dx на сходимость.

J v ж4 + 1

А На промежутке [1;+оо) справедливо неравенство

~ . sin2 Зж

+оо

/* dx ( о
4 Аи так как / ^= сходится I пример 2, а = - ), то по признаку срав-

J л/ж4 ^ 3 /

нения I, а) сходится и данный интеграл. А

/dx - на сходимость.

л/4ж + In ж

А Пусть /(ж) = 1/л/4ж + In ж, за функцию сравнения возьмем

д(х) = 1/л/ж. Так как

т /(ж) т V^ т
11

hm ^7\ = ^1т — = hm =

д(х) /4 1
+

/С1Ж—= (пример 2, а = 1/2) по признаку сравне-

у/Х

ния II, а) следует расходимость данного интеграла. А

/ХиХ— на сходимость.
ж3 + sin х

1
+О°

7

А Так как — ~ —-

при ж —>- +оо и / — сходится (при-
r + smx х2 J х2

1

мер 2, а = 2), то согласно признаку сравнения II, б) сходится и данный

интеграл. А

+ОО

/dx-5—, а,/3е /?, на сходимость.

жа 1п^ ж

А Рассмотрим сначала случай а > 1. Положим s = а
— 1; тогда

г > 0. Представим подынтегральную функцию следующим образом:

1
=

1
=

1 1
/gx

Ж« W3 Ж Ж^е Ь^ Ж Ж?/2 h/ Ж Ж^^/2
'

Так как для каждого /3 при х ->• +оо

ж?/21п^ ж

"^ '

то существует такое ж0 ^ 2, что для всех х > х0 справедливо нера-

неравенство 1

хе/2 1п/3 ж
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Следовательно, для всех х > хо из равенства F) следует неравенство

1 1

+оо
х?/2 ъР х

Поскольку / —^-г- сходится, то по признаку I, а) сходится и

Т dx
х°

/ -=—. Поэтому сходится и данный интеграл, так как он пред-
J ха In? х
X

[ dx
_

Г dx Г

J ха \пр х J ха\пр х J ха \
2 2 х

ха \пр х
х0

т. е. в виде суммы двух интегралов, один из которых является

собственным интегралом, а другой сходящимся. Итак, при а > 1

и любом C интеграл сходится.

Пусть теперь а = 1. Сделаем замену переменной, положив lux = t.

Тогда получим +?о , +?о ,,

Г ах
_

Г at

J xl^x
"

J tf'
2 In 2

Из этого равенства видно, что данный интеграл при а = 1 сходится,
если /3 > 1, и расходится, если /3^1.

Рассмотрим, наконец, случай а < 1. Положим г = 1 — а; тогда

е > 0. Представим подынтегральную функцию в виде

1
= I = ^1 _J_ G)

Так как для каждого C при х —>¦ +оо

хе/2/У3х ->> +оо,

то существует такое ж0 ^ 2, что для всех ж > ж0 справедливо не-

неравенство

и, следовательно, для всех х > х0 из равенства G) следует нера-
неравенство Л л

dx
Поскольку / Т расходится, то по признаку I, б) расходится

J х1~?/2
х0

+оо
Г dx

TJ
и / -5—. Из расходимости последнего интеграла следует расхо-

J ха In? х
х0

димость исходного интеграла. Поэтому при а < 1 и любом C интеграл

расходится.

Итак, интеграл сходится, если а > 1, /3 произвольно и ес-

если а = 1, C > 1; при всех остальных значениях а и C интеграл рас-

расходится. А
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+оо
. 9

/sm
т

dx при
^
^

..

i
ж»

А Пусть Ъ Е A;+оо); выберем натуральное число п так, чтобы

выполнялось неравенство ттп > Ь, и положим Ъ\ = тгп и &2 = 2тгп.

Тогда
& 2тгп о 2тгп

sin ж
dx

J xa
^

J
2тгп 2тгп

о— / sin2 xdx = -— f2тгп J 2тгп J

1 — cos 2x ,

_

1 тгп
_

1

2 2^T
=

4-

Итак, существует число е = 1/4 такое, что для любого Ъ > 1 су-

существуют числа bi = тгп > b и Ьэ = 2тгп > 6, для которых

Следовательно, при а ^ 1 данный интеграл расходится. А
+ОО

тт 1 сг тт /" Sin Ж ,

Пример 15. Доказать, что / dx сходится условно.
J х
1

А Для доказательства сходимости интеграла воспользуемся фор-
формулой интегрирования по частям. Положим и = 1/х и dv = sin xdx;
тогда du = —dx/x2 и v = —cosж, и, следовательно,

+ОО

/
sm ж 7 cos x

dx = —

+ОО

1 J

+ОО

7
.

dx = cos 1
/" COS

— / —
J x

COS Ж
г—
2

1 1

Исследование данного интеграла на сходимость свелось к исследова-
+ОО

/COS
Ж

—— dx. Последний интеграл сходится абсолютно, что следу-
X1

1
ет по признаку сравнения из неравенства

cos ж

и, значит, является сходящимся интегралом. Итак, исходный интег-

рал сходится. Покажем теперь, что / dx расходится. Дейст-

вительно, из очевидного неравенства

| sm ж | sm ж

ж

следует (см. п. 3), что если

+ОО

И

9
sm х

dx расходится, то расходится

Г sin ж ,

тт
Г sin ж ,

л л

I dx. Но расходимость / ах доказана в примере 14
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(а = 1). Таким образом, данный интеграл сходится, но не абсолютно.

Условная сходимость доказана. А

/sin
х

—— dx на абсолютную и условную
X

1

сходимости при всех значениях параметра а.

А 1) Пусть а > 1; тогда справедливо неравенство

sin х 1

ха
^

ж"'

из которого следует абсолютная сходимость исследуемого интеграла.

2) Пусть 0 < а ^ 1. Воспользуемся признаком Дирихле, положив

f[x) = sin ж и д(х) = 1/жа. Условие а) признака Дирихле выполнено,
так как sin ж — непрерывная функция и ее первообразная (—cos ж),
очевидно, ограничена. Условие б) также выполняется, так как

д\х) = -а/ха+1 < О,

поэтому д(х) убывает и

lim q(x) = lim — =0.
ж^+оо

V J
ж^+оо Ха

Следовательно, интеграл сходится.

Абсолютно интеграл не сходится, что вытекает из неравенства

sin2 х

и из расходимости / —— dx, установленной в примере 14.
J х

1

Пусть а ^ 0. Докажем с помощью критерия Коши, что в этом слу-

случае интеграл расходится. Для любого числа Ъ > 1 выберем натураль-
натуральное число п так, чтобы выполнялось неравенство 2тгп > Ь, и положим

Ъ\ = 2тгп + тг/б и &2 = 2тгп + 5тг/б.

Тогда
62 2тгп+5тг/6 2тгп+5тг/6 5тг/6
"

sin ж , /" sin ж , ^
Г .

, ^
1 /" , тг

ах — I ах > / sin хах > - \ ах — —

.

X J X J L J О

Ь\ 2тгп+тг/6 2тгп+7г/6 тг/6

Следовательно, существует число г = тт/3 такое, что для любого числа

6 > 1 существуют числа bi = 2тгп + тг/б > 5 и 52 = 2тгп + 5тг/б > 6, для

которых ь2
Г

j
sinx ,

dxj
h

Поэтому при а ^ 0 интеграл расходится.

Итак, данный интеграл при а > 1 сходится абсолютно, при

0 < а ^ 1 сходится условно, при а ^ 0 расходится. А
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/sin
т

arctg х dx
ха

СХОДИТСЯ. !

А Воспользуемся признаком Абеля. Положим /(ж) = (s'mx)/xa и

д(х) = arctg ж. Условие а) признака Абеля выполнено, так как

(sinx)/xa — непрерывная функция на [1; +оо) и при а > О, как пока-

зано в предыдущем примере, / —— dx сходится. Условие б) также

J ж
1

2)выполнено, так как д'(х) = 1/A +ж2) > 0 (поэтому д(х) монотонна)
и \д(х)\ = |arctgx| < тг/2. А

+ОО ,
.

ч

Пример 18. Исследовать интеграл / sin ( ^=? ) dx на абсо-

J \ V^ J
лютную и условную сходимости. 1

А Подынтегральная функция представима в виде

sin ж

причем при х > 1 справедливо неравенство |Д(ж)| ^ 1/C! Ху/х). Сле-
+ОО

довательно, / R(x) dx сходится абсолютно. В примере 16 (а = 1/2)
С sin ж

была установлена условная сходимость интеграла / —-— dx. По-

Поэтому и данный интеграл сходится условно. A i
^x

Пример 19. Исследовать интеграл / s^nx
x

на абсолютную
J л/ж — sin ж

и условную сходимости.

А Представим подынтегральную функцию в виде

sin ж
_

sin ж 1
_

sin ж Л sin ж
р / Л _

л/ж — sin ж л/ж 1 — (sin ж)/л/ж л/ж V л/ж . 7-2v v v у/ v v v

_

smx sin ж
д,

ч

л/ж Ж

Так как |Д(ж)| ^ 1/(жл/ж), то Д(ж) — абсолютно интегрируемая

функция. Характер сходимости данного интеграла определяется

характером сходимости интеграла

Г ( sm ж sm ж \ ,

\ —г + ^ж-
J \ у/х X )

Последний интеграл, очевидно, расходится, так как (sinx)/y/x — ин-

интегрируемая функция (пример 16, а = 1/2), a (sin2 х)/х — неинтег-

рируемая (пример 14, а = 1). Итак, данный интеграл расходится. А
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ЗАДАЧИ

Вычислить интеграл или установить его расходимость A-14).
+ОО +ОО +ОО +ОО

1. I %. 2. I -Р—Л. 3. [ sin3xdx. 4. fe-3xdx.
J x2 J ж2 + 4 J J

о о +OO

- С dx
п

Г х + 1 ,

„

Г
5. / ——. 6. / -г—г dx. 7. / -

У ж + 1 J х2 + 1 J х
— сю —ex) 3

+ОО +ОО

8. f _^L . 9. f J?-. 10. /J 2xl — 5ж + 7 У жтж У

2ж

+ Зж - 10
dx.

+OO

dx

11

2
— 5ж + 7 У ж In ж

-оо е

+ОО +СХ)

. Г х2~х dx. 12.

ж In ж

x)

0

+oo

ж

+ОО

dx. 13. | -

о

dx

14.
dx

жл/ж — 1

Вычислить интеграл A5-42).
+оо +оо 4

/" с/ж
^g

Г х (

1

+ОО

1.. /
О

+ОО

1

+ОО

dx. 19. / —
У еж

dx

^

20.

-2

— (X)

о

21.

|

[X-±±J x4 + l

+ОО +оо

dx. 22.

1

+ОО

23.

,arctg ж
24. у ^

+ОО

dx. 25.
dx

+ОО

26.. / ^ . 27. /У (л/ж^ТТ + жJ J
с/ж

о
+оо

2
+оо

28. / ж,+ ^ dx. 29. /" е~ах sin 6ж dx, a > 0.

о

+ОО

(ж2 + IJ
о

+ОО

30 . f e~ax cosbxdx, a > 0. 31. Г е~ах sin2 bxdx, a > 0.

о

+ОО +ОО

32 . f xne~xdx,ne N. 33. /" с/ж

о
+оо

1. / -— % —

,
а > 0, ас — Ъ2 > 0, п е N.

J (ах2 + 26ж + с)п
'
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+00

Г
+OO

36 J Bx-

dx

38.

+00

f
+оо

39.

41.

ж In ж

1 + ж2)'

+ОО

42.

dx.

dx

,
a e R.

1 0

Вычислить площадь криволинейной трапеции, образованной гра-
графиком функции D3-49).

43. у = же~ж2/2, ж е [0; +оо). 44. у = л/х/(х + IJ, ж G [1; +оо).
45. у = е~жШж, ж Е [0;+оо). 46. у = ж4е~ж, ж Е [0;+оо).
47. 1) ?/ = хфс/(хъ + 1), же [0; +оо);
2) у = ха12/(ха+2 + 1), а > -2, ж G @; +оо).
48. у = (ж + 1)/(ж2 + 4ж + 5J, ж G [-1; +оо).
49. у = | 8тж|е~ж, ж G [0; +оо).
50. Найти объем тела, ограниченного поверхностью, полученной

при вращении кривой у = 1/A + ж2) вокруг ее асимптоты.

51. Найти объем тела, ограниченного поверхностью, полученной

при вращении кривой у = /(ж) вокруг оси абсцисс:

1) у = е~х вттгж, ж ^ 0; 2) у = е~жл/йтж, ж ^ 0.

52. Найти площадь поверхности, полученной при вращении кривой
у = е~х, ж ^ 0, вокруг ее асимптоты.

53. Найти площадь поверхности (псевдосферы), полученной при

вращении кривой (трактрисы) ж = cost + lntg (t/2), у = sint, вокруг
оси абсцисс.

Доказать неравенство E4-63).
+оо 2

54. 0 < / 41
*

<0'L 55*
У 4

+ + 1

10

41ж4 + ж + 1

+ОО

Г cos 4

J x "т"

cos 4ж

+ОО

56. 0,25

1
'

29
<

X "т"

г жзо + 1

dx < °'35'

1

58 . 0 < /У
20

- =? < 0,05.
19

'
59. 0 <

ж+ 100
< 0,01.
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+ОО

60 . 0< J
+ОО

±-4. 61. О <

10

62.

+ОО

з
х

cos ж4 dx <0,521.

+ОО

63. О < Г e~x*dx- fe~x2dx < 0,5n.
о о

Исследовать на сходимость интеграл F4-81).
+ОО

64.

67.

70.

о

+00

ж3+ 7

5
- ж2 + 2

dx. 65.

+ОО

Г -^1 ^

+OO

+ОО

О

+ОО

dx. 68.

+ОО

dx. 69.

sin Зж
+oo

dx. 71.
1 + arcsin(l/x)

о

+OO +OO

72. у (cos ^ -l)dx. 73. J

74

2

+oo

\nxdx

vy/x2 - 1

f

76.

• / 7—Sm / / \\2
dx- 75* / /

dx-
J (x

— cos(tt/x)Y J Ix _|_ /^

+00

fj^r? 77. / I

x2y/2x + 3
' '

J \xshx Xj

-3/2
+00

78.

+OO

ж2 -e-±/*2)dx. 79. I x-2(arctg ^^ ) dx.

0

+00

80. / -Larctg-^-<fe. 81. / ^ 2
.

У л/ж 2 + x J 1 + x2 sin ж

о

+OO

о о

Найти все значения параметра а, при которых сходится интег-

интеграл (82-97).
0 +ОО +ОО +ОО

oz. / е аж. оо. / ———. ©4. / —-—. оо. / .

жа1пж J xa J xm х

86.

1

+ОО

88- /тРJ A + «

3

¦^-^)dx, a^O. 87. / -^а / J (х
—

.

2

+оо

л 00 f arctg2x ,

- dx. 89. / 1— dx.

(ж
— l)a In ж
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+ОО

Г
+ОО

f90

+ +

. Г xa-1018LYctga-^— dx. 91. f x4a/3arctg —^ dx.

7°94.

+OO

95.

о

+oo

97.

+OO

da:, a > 0.

+OO

У V ж

96. I ^^^
0

Найти все неотрицательные значения параметра а, при которых

сходится интеграл (98-101).

98

"Г UN

л/l + x3 + xa - 1
dx. 99 . / arctg

J 1

ха dx

100 . / —
J y/x

о
+ x2 x

, mi /* ln\x +
dx. 101. / \

о

dx.

Определить, при каких значениях параметров а и /3 сходится ин-

интеграл A02-112).

102 ' J
lna x dx Г

¦I
\naxdx

+ОО

104

+

J х^

+ОО

105.

+ОО

1

+

-V^-, /3^0. 106. /
^

,.ж/3 + 1
' М ^ У ж" + ж/3

0

107.

'

108.

1))

+ОО

arctg axdx

(х2 + 2)(ех - 1
'

У
+ОО 2 +ОО

!^ /" т(ж +1)
— 2 In ж , /" с/ж

111. / ,.

v
— — dx. 112. / ¦

-s .

У (у/х + 1 - l)aarctg^x У l + xa|sinx|^

Исследовать на абсолютную и условную сходимость интег-

интеграл A13-128).
+ОО

f
113

+

. /
J

xcos7xdx
л л л

. 114.

+ОО
Г
/
У

(х — 1) sin2x
+ОО

dx. 115. / smxzdx.
У
0
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+ОО +ОО +ОО

116. /xcosx4dx. 117. Г sin3(x2 + 2х) dx. 118. Г sml^x dx.

0 о о

+оо +оо

11 о f sign sin In ж ,

Л
__ Г . {sinx\ dx

119. / -2 dx. 120. / sin(—=)-=.
J x J \ y/x J y/x
1 l

191 f r2 r.\-n ( C0SX \ Л™ -\OO f (Л p[smx)/x\ /~Z л_Л. A J. • / Ju olil I I (JLX. Л-Аы% I [ L
—

c- )\/Ju (JLX.. Г A
о l

+OO +OO

123. I (l-e^'inx4y^2^)x2dx. 124. J A - ex~V3 s{nx) t

о l

юг /" x
cos ж , f /—л (л sina; \ ,

125. / arctg ^^ dx. 126. / y/xhi[l ) dx.

+oo +oo

io^ / esmsmx ,

юо / esin sin ж 7
127. / dx. 128. / dx.

0 0

Исследовать на абсолютную и условную сходимость при всех зна-

значениях параметра а интеграл A29-148).

129. / ±^± dx. 130. / ^—~
J х3 +1 У In ж
1 2

+ОО +ОО

/" СОвЖЙЖ /" Sin Ж ,

131. / ———.— . 132. / —————;—— dx.
J жа+1пж J Aп(ж + 1) — .

2 1

+ОО

133. / —ГГ-Г-, . ,.. , .,,„
dx.

(arctg A/ж)
- arctg A/ж2))а

+OO +OO

134. I (xarctgx-ln(l + x))asinxdx. 135. Г -

2 1

+OO +OO

io^ /" COSA + 2x) ,

ЛвъР- /" Ж + 1 . Q,
136. / . ^_V 1—J- dx. 137. / sin arete.

J (y/x-\nx)a J xa
l l

+oo +oo
2 3

138. / С08уж ^ж 139# /*
— dx

J xa\nx J (Зж
— arctg x)a

cos x dx

Л ЛГк
Г sm(x + x ) ,

л лл

С . ( , \\ dx
140. / —^ dx. 141. / sin x+- —.

J Ха J V X J Ха
1 1

+оо
.

+оо

142. / sinxdx. 143. / xasin-cosxdx.
J xa J x
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ллл f гу
• •

7 i лт> С SinSin(l/x) 7
144. / х smsmxdx. 145. /

——- dx.
У J ха
о

f

о
+oo
f

+oo +oo

146. / xatg sin - dx. 147. / '

J Ж J 7Г + X
dx.

148. dx.

Исследовать на абсолютную и условную сходимости интег-

интеграл A49, 150).

149. /
Ж

Sinf dx, /3^0. 150. fxasmxCdx.J 1 + xP
' ^ У

о о

Найти все значения параметра а, при которых сходится интег-

интеграл A51-178).
+оо а +оо

151. / — dx. 152. / е1+ж-A + хI'
о о

+oo ч/ +oo

i ко /" / я i\rv Уж
— 1

7 1 к ^ /" mxarctg (ж
— 1) ,

153. / (х6 - 1)а dx. 154. / — ^=- dx.
J У }

l + х У (x-^)a

+ОО

/
+ОО

о

+оо +оо

+оо

159.

161

+оо +оо
/• ж arcsm(x/(x + 1)) /• arctgx

- У b(l + V5) У A+^)(е*

+оо

. Г xa
j
о

+ +О

. / ,
dx. 162. /

J Л/^ТГу У

160.

2 2

л _а х +4 . (ж — 2) ,

In arcsin ^- dx.
А 3J

о

Т163
J (х- 1 x) 1па

165.

167.

(х- 1 x) 1паBж2
- 1)

dx. 166.

dx. 164. +/°lln4th^ dx.

о

lnth^
- 1

dx, a > 0.

о

+оо

о

+оо

[

f, «>о.

+

168. [ х~3а/2 (л/3 + 2х -

о
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+OO

169. Г сЬж — 1
+00

dx. 170
У (V^T

'x — th x

(ex -1)(л/Ё + tyx)a
'

J (л/ж + 2x2 - л/х)а
+OO

dx.

//
X \а X

A — cos I arcsin еах dx.
V 1 + ж / 1 + ж3

о

172. Т Ь°A+

о

//(
\

I + 2х — cos ж J tg
о

+ОО

2 + ж
dx.

174.

о

+оо

x
- 1 - axdx.

175. I [л/х2 + x3 - x3

0

+oo

176. I ^a(e ~Y dx. 177

0

+оо

1п(еаж -ax2)dx.

+00

arctg -.

+00
3^

/ л/ж2 + arctg Jx

178 [ ьA
¦

У [(^гт^-

- х

Исследовать на абсолютную и условную сходимости интег-

интеграл A79-186).

л ъс\ f 1
1 { cos Vх \ j179. / sh ( —3^- J dx.

+оо

180.

+

+OO +OO+ +

181. [ xcos{x2\nx)dx. 182. Г x3/2 sin(x3 - 2x) dx.

l l

183. I cos(x3/2 - In x) dx. 184. Г x sin(v^ - 1) dx.

l l

+OO +OO

cos(x3 - x) dx. 186. / sin(x In x) dx.

l l

Исследовать на абсолютную и условную сходимости при всех зна-

значениях параметра а интеграл A87-206).
+оо +ОО 2

187. Г (х+ -Y sinx3dx. 188. Г -^~
J \ х J J (Зх -

cos ж

(Зх — arctg ж)с
dx.
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+ОО +ОО

189. / ха cos ж sin - dx. 190. / sinxa sinx~a dx, a > 0.

l l

191. Г ((x + l)a -xa\ sinx2dx. 192. Г (ex + cosx)a sinx2 dx.

193.

1 1

+OO +OO
/ Ш&^Х О) ^ 194. I —

1

+00

- J (l+g4)a
^

1 1

+°°
1 <у г-

+°°
111 JL VjKJ& \/ JL 7 -t s\ n I ollln xcos^ da,_ 198>

/• anV» rfa,_
(ж^тж + arctgж)a У (^/ж + совтж)"

2 1

+ОО +ОО

199. / со8Bж + 3) dx^ 20()^; Лх. 200. fdx(x - arctgx) J eax+l/x

+00 9 +00 9
f /In ж\а /o ,4 7 or.o /" cos ж

) ^^d 202 У

ж — тж

2 1

cos^x +jj
dx_ 206>

/
sm^ ,

<fa.
(ж — arctg ж) In ж У (ж3

— 6ж + 6sinx)a
2 О

Доказать равенство B07-210), предполагая, что интеграл в его ле-

левой части сходится.
+ОО +ОО

//
й\ If, г^>

f[ax+ — )dx=— / /(л/ж + 4:01/3) dx, а > 0, C > 0.
V ж / а У

+оо +оо
2

208. / f(x2)dx = a f f(a2x2 - 2af3 + ^)dx, a > 0, /3 > 0.
«/ J \ x /

о о

+oo +oo

onn
Г ,/ж ,

а\ 1пж , , f j, (x ol\ dx
n209. / f dx = \na / f —, a > 0.

J
J
\a ж/ж J \a ж/ж'

о о

+OO

210.

0

211. Доказать равенство
+°°

^n ann\
1

<

a

?\г>+л i
a > °'



§12. Интегралы с бесконечными пределами интегрирования 277

Т п(п — 1) т 1

Jn =
2^ 2

Jn-2, П > 1,
п2 + а2

212. Доказать рекуррентную формулу

п(п —
2^ 2п2 + а2

для интеграла
+ОО

Jn= f e-axsmnxdx, a > 0.

о

213. Доказать формулу Фруллани
+ОО

где а > 0, /3 > 0; /(ж), ж G [0,+оо), — непрерывная функция, такая,
что /(+оо) = lim f(x) существует.

х—>-+оо

Вычислить интеграл B14-217).
+.°° -ах _р-Рх
/ dx, а > 0, /3 > 0.
J х
о
J
о
+ОО

214.

215. / ^gaz-arctg/to
a> p

J X

о

216. Tln^Ll^, а>0, /3>0.
о

217. / ( - -) —
о

218. Доказать формулу Фруллани
+ОО+
Г

J
О
J /J
О

где а > 0, /3 > 0; /(ж), ж G [0,+оо), — непрерывная функция, такая,

+Г fix)
что / ^-^- (ix существует при любом а > 0.

а

Вычислить интеграл B19-222).
+ОО

219.
Г sin аж — sin рж ,

Л а» г,/ ^— б?ж, а > 0, /3 > 0.
J X
о
+оо

220. / C0SQ*-C0S/to
dx, a > 0, /3 > 0.

J х

о

+оо

Г221. Г №<**-<*™Р*
dXy а > о, /J > 0.

о
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+ОО

222. /
1-cosaa;

о

223. Доказать, что если монотонная функция /(ж), ж Е [0,+оо),
интегрируема на [0,+оо), то

+ОО +ОО

/ f(x)dx= lim h'S^f(kh).
о k=i

+00

224. Пусть / /(ж) dx сходится. Следует ли из этого, что /(ж) ->• О

при ж ->• +ооГ
*

225. Пусть /(ж), ж Е [0,+оо), — дифференцируемая функция и

+ОО

< 2. Доказать, что если / fix) dx сходится, то lim fix) = 0.
J ж-^+00
о

226. Доказать, что если функция /(ж), ж G [1,+оо), монотонна и

/ xaf(x)dx сходится, то lim жа+1/(ж) =0.
J ж-^+00
1

227. Пусть /(ж), ж G [0,+оо), — непрерывная неотрицательная
+ОО

функция, и пусть / /(ж) б?ж сходится. Следует ли отсюда, что

lim fix) = 0Г о

ж-^+оо

228. Привести пример непрерывной положительной функции fix),
+00

+ОО

Ж G [0,+оо), для которой / f(x)dx сходится и lira fix) ф 0.
J х—>-+оо
О

229. Привести пример непрерывной и неограниченной на любом
+ОО

промежутке [а, +оо), а > 0, функции /(ж), для которой / f{x)dx

сходится. о

230. Привести пример непрерывной неотрицательной и неограни-
неограниченной на любом промежутке [а, +оо), а > 0, функции /(ж), для

которой / /(ж) dx сходится.

О 'Г

231. Следует ли из сходимости интеграла / f(x)dx и из ог-

ограниченности функции (fix), х G [a, +oo), сходимость интеграла
+ОО

f(x)tp(x)dxT
+оо+оо

.

/* sm ж с/ж
232. Сходится ли интеграл / —= Г Можно ли исследовать

J Jx — sin x
i

этот интеграл с помощью признака Дирихле, положив /(ж) = sin ж и

д(х) = 1/{л/х — sin ж) Г
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233. Пусть /(ж), ж G [а, +оо), — непрерывная, a #(ж), x G

е [а, +оо), — непрерывно дифференцируемая функция. Пусть F(x),
+ОО

х G [а, +оо), — первообразная для f(x) и / \g'(x)\dx сходится. До-
Доказать, что для сходимости интеграла {

+ОО

f(x)g(x)dx

необходимо и достаточно существование lim F(x)g(x).
х—>-+оо

234. Пусть /(ж), х Е [а;+оо), — непрерывная периодическая с

периодом Т функция, а д(х), х Е [а;+оо), — непрерывно дифферен-

дифференцируемая монотонная функция и lim д(х) = 0. Доказать, что если

а+Т +оо
ж^+о°

/ f(x)dx = 0, то интеграл / f{x)g{x)dx сходится.

а а

235. Пусть /(ж), х е [1; +оо), — непрерывная периодическая с пе-

периодом Т функция. При каких значениях а сходится интеграл

+ОО

I (f(x2)+a)dxT
1

+ОО
г

+

236. Пусть интеграл / /(ж) dx сходится и равен J. Доказать, что

— (X)

+ОО

237. Доказать, что при а > 1 верно неравенство
+ОО

Г dx
о , 1

/ . < zarctg —= .

J л/ж4 + 2х2 + а2 >/а

238. Пусть /(ж), ж G [0; +оо), — непрерывная положительная функ-
+ОО

ция и интеграл / ——— сходится. Доказать, что

О а

lim — / /(ж) б?ж = +оо.
а—>-|-оо a1 J

О

Доказать, что при ж —>- +оо верно асимптотическое равенст-

равенство B39-247).
+ОО +ОО 2

oon f at I
n.n /" .9 j. sin ж

239. / —г ~ . 240. / cost2 dt ~ .

J tel xex J 2x
X X

+OO

241. f J*
J t2 \/a
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, а>1, /3eR.242.

243.

244.

245.

+OO

/
X

X

+OO

X

+OO

1
X

+OO

dt

ta W3 t

et2+2j3t

c^dty/i

smt2d

Хл/х J

246.

tet
x k=l

Найти интеграл в смысле главного значения B48-255).
+ОО +ОО +ОО

248. v.p. / sinxdx. 249. v.p. / cosxdx. 250. v.p. / arctgx<ix
—oo —oo —oo

+OO +OO

251. v.p. / farctgxH J dx. 252. v.p. / dx.

— oo —oo

+OO +OO +OO

f ax „ . Г dx
orr

Г dx
254 у 255 j

+ + +

oro f ax „ . Г dx
orr

Г
253. v.p. у -. 254. v.p. у _. 255. v.p. j x2_

-oo 0 0

256. Доказать равенство
+OO +OO

/xsmax
j f sin ax ,

o

— dx = cosaa / dx, a, a G a.

x2 — a2 J x

о о

ОТВЕТЫ

1. 1/2. 2. тг/4. З. Расходится. 4. l/Ce2). 5. Расходится.

6. Расходится. 7. Расходится. 8. 2тг/л/зТ. 9. Расходится.

10. 1. 11. 1/1п22. 12. Расходится. 13. Расходится. 14. тг.

15. тг/2. 16. 1/120. 17. -тг/б. 18. тг/4. 19. 2A-1п2).
on

In7
,

1 /тг , 5
20 + Uarctg
21. тг/Bл/2). 22. 1/9. 23. 6. 24. е^Д 25. aicsin(l/л/5).
26.2/3. 27. тгл/3/9. 28. 13тг/4. 29. Ъ/(а2 + Ъ2). 30. а/(а2 + б2

31. 262/(а(а2+462)). 32. п!. 33. 4тг/Cл/3).
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Bп-3)\\тгап-1
Bп-2)\\(ас-Ъ2)п-1/2

'

35. Зтг/4. 36. 2тг/Cл/3). 37. тгл/3/18. 38. C1п2)/2 - тгC + 2л/3)/4.
39.0. 40.0. 41.0. 42. тг/4. 43.1. 44. тг/4+1/2.
45. тг/2-1. 46.24. 47. 1) тг/5; 2)тг/(а + 2). 48. 1/2 - тг/8.
49. A/2)(е7Г + 1)/(е7Г-1).
50. тг2/2. 51. 1) тг3/DA + тг2)); 2) тге27Г/E(е27Г - 1)).
52. тг(л/2 + 1пA + л/2)). 52. 4тг. 64. Сходится.

65. Расходится. 66. Сходится. 67. Сходится. 68. Расходится.

69. Сходится. 70. Сходится. 71. Сходится. 72. Сходится.

73. Сходится. 74. Расходится. 75. Расходится. 76. Расходится.

77. Сходится. 78. Сходится. 79. Сходится. 80. Расходится.

81. Расходится. 82. а > 0. 83. а > 1. 84. а > 1. 85. а > 1.

86. Расходится при всех значениях а. 87. а < 0. 88. а > л/2 + 1.

89. 1 < а < 2. 90. 50 < а < 102. 91. -9/2 < а < -3/4.
92. а < -2. 93. а > -1. 94. а > 2/5. 95. 1/2 < а < 1. 96. а > 2.

97. а ^ 0. 98. 2 < а < 4. 99. 0 < а < 2. 100. а > 1/2.
101. а > 1/2. 102. /3 < -1/2, а любое; /3 = -1/2, а < -1.

103. C < -1/3, а любое; C = -1/3, а < -1. 104. а > 1, /3 < 1.

105. а > -1, /3 - а > 1. 106. min(a, /3) < 1, max(a, /3) > 1.

107. а > -1, C > -1, а + /3 < -1. 108. а < 0, /3 < 1/2.
109. /3 - а < 1, /3^0. 110. /3 - а > 1, /3 - 4а < 0.

111. а + /3 < 1, а > -4. 112. а > тахA,/3).
113. Сходится условно. 114. Сходится условно.
115. Сходится условно. 116. Сходится условно.
117. Сходится условно. 118. Сходится условно.
119. Расходится. 120. Сходится условно.
121. Сходится условно. 122. Сходится условно.
123. Сходится условно. 124. Сходится условно.
125. Сходится условно. 126. Сходится условно.
127. Сходится условно. 128. Расходится.

129. Сходится абсолютно при а < 2, условно при 2 ^ а < 3.

130. Сходится абсолютно при а < -1, условно при -1 ^ а ^ 0.

131. Сходится абсолютно при а > 1, условно при а ^ 1.

132. Сходится абсолютно при а < -1, условно при -1 ^ а < 0.

133. Сходится абсолютно при а < —1, условно при
— 1 ^ а < 0.

134. Сходится абсолютно при а < -1, условно при -1 ^ а < 0.

135. Сходится абсолютно при а > 1, условно при 0 < а ^ 1.

136. Сходится абсолютно при а > 2, условно при 0 < а ^ 2.

137. Сходится абсолютно при а > 2, условно при
— 1 < а ^ 2.

138. Сходится абсолютно при а > 1, условно при 1/2 ^ а ^ 1.
139. Сходится абсолютно при а > 3, условно при 0 < а ^ 3.

140. Сходится абсолютно при а > 1, условно при -1 < а ^ 1.

141. Сходится абсолютно при а > 1, условно при 0 < а ^ 1.
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142. Сходится абсолютно при а > 1, условно при 0 < а ^ 1.

143. Сходится абсолютно при а < О, условно при 0 ^ а < 1.

144. Сходится абсолютно при
— 2 < а <

— 1, условно при
— 1 ^ а < 0.

145. Сходится абсолютно при 0 < а < 1, условно при 1 ^ а < 2.

146. Сходится абсолютно при -1 < а < 0, условно при -2 < а ^ -1.

147. Сходится условно при а = 2/тг.
148. Сходится условно при а = 1/2.
149. Сходится абсолютно при а > —2, а + 1 < /3, сходится условно

при а > -2, а < C ^ а + 1.

150. Сходится абсолютно при
— 1 < (а + 1)//^ < 0, сходится условно

при 0 ^ (а + 1)//3 < 1.

151. 1/2 < а < 1. 152. -К а ^ 0. 153. -4/3 < а < -1/9.
154. 1 < а < 3. 155. -К а < 1. 156. -3 < а < -1/2.
157. -3/2 < а < -1. 158. 0 ^ а < 2. 159. -К а < 0.

160. -3 < а < -1. 161. -3/2 < а < -1. 162. 1 < а < 3/2.
163. К а < 3. 164. -2 < а < -1. 165. -3 < а < -1.

166. 2/3 < а < 2. 167. К а < 2. 168. К а < 4/3.
169. 2 < а < 8. 170. 3/2 < а < 5/3. 171. -К а ^ 0.
172. -1/4 < а < 1/3. 173. -3 < а < 2.

174. а = 0, -3/2 < а < -3/4. 175. а = 0, -5 < а < -2.

176. а > 1/2. 177. -3/4 < а < 0. 178. 0 < а < 1/2.
179. Сходится условно. 180. Сходится условно.
181. Сходится условно. 182. Сходится условно.
183. Сходится условно. 184. Сходится условно.
185. Сходится условно. 186. Сходится условно.
187. Сходится абсолютно при а < —1, условно при

— 1 ^ а < 2.

188. Сходится абсолютно при а > 3, условно при 0 < а ^ 3.

189. Сходится абсолютно при а < 0, условно при 0 ^ а < 1.

190. Сходится абсолютно при а > 1, условно при 1/2 < а ^ 1.
191. Сходится абсолютно при а ^ 0, условно при 0 < а < 2.

192. Сходится абсолютно при а < 0, условно при а = 0.

193. Сходится абсолютно при а > 0, условно при а = 0.

194. Сходится абсолютно при а > 0, сходится при а > —1.

195. Сходится при а > 1, абсолютно сходится при а > 3/2.
196. Сходится при а > —1/2, абсолютно сходится при а > 1/2.
197. Сходится при а > 1/4, абсолютно сходится при а > 1/2.
198. Сходится при а > 2, абсолютно сходится при а > 3.

199. Сходится условно при а > 0.

200. Сходится абсолютно при а > 0.

201. Сходится при а > 0, абсолютно сходится при а > 1.

202. Сходится при а > 5, абсолютно сходится при а > —3.

203. Сходится условно при а > 0.

204. Сходится при а ^ 0, абсолютно сходится при а < 0.

205. Сходится при любом а, абсолютно сходится при а > 1.
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12 1
206. Сходится абсолютно при - < а < -, условно при 0 < а ^ -.

214. 1п(C/а). 215. (тг/2Iп(а/C). 216. 1пA + /3/а) In 2.

217. -Aп2)/2. 219. 0. 220. \п(/3/а). 221. apin(P/a).
222. 1п(у/\а2 - E2\1E). 224. Не следует; например, /(ж) = cos ж2.
227. Не следует; в качестве /(ж) можно взять непрерывную функ-

функцию, равную нулю вне отрезков [п — 1/п2;п + 1/n2], n = 2,3,4,...,
равную единице при х = 2, 3,4,... и линейную на отрезках [п — 1/п2; п]
и [п;п + 1/п2].

228. В качестве /(ж) можно взять, например, сумму функции е~х
и функции, построенной в ответе к задаче 227.

229. Например, /(ж) = ж cos ж4.
230. В качестве /(ж) можно взять непрерывную функцию, равную

нулю вне отрезков [п — 1/п3;п + 1/п3], п — 2,3,4,..., равную п при

ж = п и линейную на отрезках [п - 1/п3;п] и [щп + 1/п3].
231. Не следует, например: /(ж) = (sinx)/x, ^(ж) = sign ((sinж)/ж).
232. Сходится, но признак Дирихле неприменим.

т

235. а = - ^ /"/(?) (it. 248. 0. 249. Не существует.

о

250. 0. 251. тг. 252. 13тг/л/17- 253. 0. 254. 0. 255. -In2.



ГЛАВА 4

ЧИСЛОВЫЕ РЯДЫ

§ 13. Свойства сходящихся рядов

СПРАВОЧНЫЕ СВЕДЕНИЯ

1. Сходящийся ряд и его сумма. Пусть дана последователь-

последовательность действительных чисел {ап}. Выражение

а\ +а2 + ... + ап + ...,

или, что то же самое,

71=1

называют числовым рядом, а числа ai, a2,..., ап,...
— членами ряда.

Сумму п первых членов ряда называют п-й частичной суммой ряда
и обозначают 5П, т. е.

п

Sn = ах + а2 + ... + an =

Если существует конечный предел

lim Sn = 5,
п—>-оо

оо

то ряд V^ an называют сходящимся, а число 5 — его суммой и пишут

п=1 оо

^ ап = 5.

п=1

Если последовательность {Sn} не имеет конечного придела, то

(X)

говорят, что ряд V^ an расходится.
оо п—1 сю

Ряд V^ an, полученный из ряда 2_^ап отбрасыванием первых

п=га+1 п=1
(X)

его т членов, называют т-м остатком ряда У^ ап.

п=1

Если ряд сходится, то любой его остаток сходится. Если сходится

хотя бы один остаток ряда, то сходится и ряд. Иначе говоря, отбрасы-
отбрасывание конечного множества членов ряда не влияет на его сходимость.
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2. Необходимый признак сходимости ряда. Если ряд у^ ап

сходится, то п=1

lim an = 0.
п—>-оо

Отсюда следует, что если lim an не существует или существует, но
п—юо

оо

отличен от нуля, то ряд V^ an расходится.

71=1

3. Ряды с комплексными членами. Пусть задана последова-

последовательность комплексных чисел {zn}. Эта последовательность называ-

называется сходящейся, если существует такое комплексное число z, что

lim \zn - z\ = 0. B)
га-юо

В этом случае пишут

lim zn = z или zn —> z при п —> оо.
п—>-оо

Если zn = хп + гуп, z = ж + iy, где жп G /?, 2/n G /?, ж G /?, у G Д,
то условие B) выполняется тогда и только тогда, когда

lim xn—x и lim yn = 2/.
ОО 7WOO 7WOO п

Пусть ^2:п — ряд с комплексными членами, Sn = ^ zn
— его

71=1 jfe= l

n-я частичная сумма. Тогда этот ряд называется сходящимся, если

существует конечный

lim Sn = S.
п—>-оо

Комплексное число 5 называют суммой ряда и пишут

(X)

71=1

ОО

Если zn = хп + iyn, S = А + i??, то равенство V^ zn = S выпол-

выполняется в том и только том случае, когда
п=1

оо оо

71=1 71=1

Пусть q
— комплексное число и \q\ < 1. Тогда

откуда а

lim /Sn = —-—,

n-^oo 1 — q

т. е. оо

y^o" = _«_. C)
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4. Критерий Коши сходимости ряда. Ряд V^ zn сходится тог-

71=1

да и только тогда, когда для него выполняется условие Коши:

для каждого г > 0 существует номер N? такой, что для любо-

любого п ^ N? и для любого р е Л/ справедливо неравенство

kn+i + zn+2 + ... + zn+p\ < г.

С помощью символов V, 3 условие Коши записывается в виде

Vs > О 3N? \/n^N? MpeN: \zn+l + zn+2 + ... + zn+p\ < e. D)
Если условие D) не выполняется, т. е.

Зе > О V& G А/ Зп ^ к Зр Е /V: |zn+i + ?n+2 + ••• + ^n+p| ^ ?5 E)
оо

то ряд V^ zn расходится.
п=1

ПРИМЕРЫ С РЕШЕНИЯМИ

Пример 1. Пусть \q\ < 1. Доказать, что ряды:

оо оо

1) ^^qn~1; 2) У^пдп;

сходятся, и найти их суммы.

А 1) Используя формулу для суммы п первых членов геометри-

геометрической прогрессии, получаем

k^i q

откуда следует, что

lim Sn =

п—>-оо

JTl -, 5

1-q

так как lim qn = 0, если |g| < 1. Итак,

п=1

2) Так как 5n = ^^fe, то

к=1

Sn - Snq = (q + 2^2 + ... + n^n) - (^2 + 2q3 + ... + (n - l)qn

откуда

= q + q2 + ... + ^n -nqn+1,

Если |gf| < 1, то

Hm qn+1 = 0, lim nqn+1 = 0,
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и поэтому существует

lim Sn =
п-уоо A — qJ

'

т. е.

ОО

n=l

оо

Пример 2. Доказать, что если члены ряда V^ an представимы

в виде ап = Ьп+\ — Ьп, и если существует конечный предел lim 6n = Ь,
п—уоо

то ряд сходится и его сумма равна Ь — bi, т. е.

оо оо

-ьп) = ь-ьх. (б)

А

=

Здесь
п

к=1

п

к=1

... + (bn - Ъп-i) + (bn+i - bn),

Так как lim bn+i = 6, то отсюда получаем
п—^оо

lim 5n = b — bi,
п—>-оо

т. е. справедлива формула F). А
оо

Пример 3. Доказать, что ряд V^ an сходится, и найти его сум-

сумму, если:
п~1

/ ' ^ / | -| \ 5 / / i /
| 1 \ / ,v, | О \ /т | Q \ '

3) ап =
——¦

,
т е N.

пуп + т)

А 1) Воспользуемся равенством ап =

п(п + 1) п п + 1

'

Обозначим 6П = —1/п; тогда an = 6n+i — Ьп, n G А/, причем
lim bn = b = 0. По формуле F) находим

^^ п(п + 1)
71=1

2) Так как

1

п(п + 1)(п + 2)(п

(п + 3) - п

3n(n + l)(n + 2) 3(n + 1)(п + 2)(п + 3)'
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то, полагая

получаем ап
= 6n+i — Ьп, причем lim Ъп = 0. По формуле F) находим

п^оо

1
= -h

n(n + l)(n + 2)(n + 3)
~

п^оо

1=-h = —

+ 3)
~

1-
18'

3) Используя равенство — = — ( ), получаем; J н
к{к + т) т\к k + mJ' J

s =
n

к{к
п-\-т

у
! U11 l

Цк + т) т\к ^ к + m I m^k m

откуда следует, что ш

lim Sn = — V" -,
п-усо m *-^ к

к=1

т. е.
" '

-11 + ; + ... + -). А
^-^ п(п + т) т\ 2 т/

ОО

Пример 4. Доказать, что ряд 2_^ап расходится, если:

71=1

3) ап = sin па, где а ф тгт (т G Z).

А 1) Последовательность {ап} не имеет предела, так как

lim п2к = 1, a lim g^+i = — 1. Поэтому ряд расходится.
^ к^

о, A-3/2п2)п2 г
е-3/2 _2 ,п2) ЙП =

A + 1/2п^)^2
' 0ТКУДЭ пТоо ап=^=е * °' И П0ЭТ0МУ

ряд расходится.

3) Предположим, что ряд сходится. Тогда

lim sin па = 0 и lim sin(n + l)a = 0,
П—У(Х> П—У(Х>

т. е.

lim (sin па cos a + cos па sin a) = 0,
п—>-оо

откуда следует, что lim cos па = 0, так как sin а ф 0 (по условию
п—>-оо

а т^ тгга, где m e Z). Итак,

что невозможно:

lim sin па = lim cos па = 0,
п—усо п—усо

sin2 па + cos2 па = 1.

оо

Полученное противоречие показывает, что ряд V^ sin na, где а ф тгт

п=1
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(т Е Z), расходится. Заметим, что если а = тгт (т Е Z), то ряд

сходится, и его сумма равна нулю. А

Пример 5. Доказать, что для ряда У^ ————-= выполняется

^ (п+1)у/п
необходимое условие сходимости, но этот ряд расходится.

А Здесь
п + 2 1

ап
= -—

= при п -^ оо,
(n + l)vn Vn

и поэтому lim an = 0. Пользуясь тем, что при к = 1,2, ...,п справед-
п—юо

ливы неравенства

=

/с + 2
> J_ > _^_

(к + 1)л/& л/& лА^
получаем п

S =Уа >п— = л/^

Итак, lim 5n = +оо, и поэтому ряд > ап расходится. А
п—юо ^—^

п=1

оо

Пример 6. Доказать, что ряд 2_^Zn СХ°ДИТСЯ5 и найти его сум-

71=1
му, если:

1) zn = —-; 2) zn = anetnip, где 0 < а < 1, (р Е R.

А 1) Так как числа zn
= 1/A + i)n, n G А/, образуют геометричес-

геометрическую прогрессию со знаменателем g = 1/A + *)? где |^| = 1/л/2, то по

формуле C) находим

оо

У2
*

= ^_ = i = -г.
A н~ z) 1 ^ z

2) zn = aneinv = (aei(^)n, где \ае^\ = |a| = a < 1. Применяя фор-
формулу C) при q = аег(/?, получаем

п гпю
_

ае-г(р
_

a(cos(p + isincp)
_

1 — aei(? 1 — a cos (p
— ia sin 9?

(cos 9? + г sin 9?) A — a cos cp -\- ia sin 9?)
_

A — a cos 9?J + a2 sin2 cp

(costp — a + is'mtp). A
1 — 2a cos +a2

00

Пример 7. Доказать сходимость ряда V^ —, используя крите-
_

рий Коши. п~1
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А Докажем, что для этого ряда выполняется условие Коши D).
Используя неравенства

<
к2 к(к-1)

при к > 1 и замечая, чтон
'111

Jfe(fc-l) ife-1

получаем

° <
(п+1J

+
(п + 2J

+ •" +
(n+pJ

<
n

п+1 п + 2 п+р—1 п + р п п + р п

Итак, для любых п Е A/, р Е А/ выполняется неравенство

Пусть задано г > 0. Тогда из того, что lim A/n) = 0, следу-
п—>-оо

ет существование номера N? такого, что для всех п ^ N? и для

любого р G А/ будет выполняться неравенство D). Следователь-

^ 1
но, ряд у, — сходится. А

п=1

Пример 8. Доказать с помощью критерия Коши, что гармоничес-
оо

кии ряд > -

расходится,
п

п=1

А Для любого к G А/ возьмем п = к, р — к. Тогда

т. е. условие E) выполняется при г = 1/2. Следовательно, гармони-
гармонический ряд расходится. А

ЗАДАЧИ

Найти n-ю частичную сумму Sn ряда и сумму 5 этого ряда A-6).
1П22 2

9ч -,
1

.
1 1

. . ("Л™ .

3 9 27 Зп-

5) (то +
То^

+
То^

+ i—У ) +
23n~1 У

'

V10™ 10n+1
+

10п+2
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2* ;
3-4 4-5

'"

(n + 2)(n + 3)
'"'

1
.

1
.

1

Cn-2)Cn-
1

4)

2)

3-5-7 5-7-9

1
+

l)Bn + 3)Bn

a(a + l)(a + 2)(a + 3) (a + l)(a + 2)(a + 3)(a + 4)

(a + n)(a + n + l)(a + n + 2)(a + n + 3)

3 11 V
оо

п2 - 8п - 3
'

п=1

Збп2 - 24п - 5
' ^

п=1

25п2 + 5п - 6
'

49п2 + 7п - 12
'

4)

n=2

oo

п=1 n=l
16п2 - 8п - 15

'

1

n=l
Збп2 + Yin - 35

'

Зп-1

n=l

2n

n(n n + 4)(n + 5)
'

+1

п=1
^2(n+lJ

6)
п=1

гп(п +
; 3) V In

п=2
п3 +

пBп

6)
n=l

7. Доказать, что если а/.
=

n=l

¦, где ui, U2, ..., un, ...

++

последовательные члены арифметической прогрессии с разностью d.
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причем d ф О, Uk ф О (к Е А/), то ряд У^а^ сходится и

I 1
UnUn+l--Un+m

п=1

Найти сумму ряда (8-10).

о . 2)

оо

>

^ 2)Bп + 1)Bп + 5)
' '

Зп + 4

п(п+ 4)
'

4-
'

п + 2 + m

п=1 п=1

10. 1) ^ an cos па, a G /?, а G /?, |а| < 1;
п=1

2) ,
a G /?, a G /?, |а

п=1

Доказать расходимость ряда, используя необходимое условие схо-

сходимости A1, 12).

11
4

2^

+ 4^ ч

1
' 2)

+ 4

п=1

3 + 2п + 4
n=l

п=1

3) ; 4)
n6 + 1 . 1

arcsm ——
n + 3 n2 +

13. Пользуясь критерием Коши, доказать сходимость ряда V^
если: п=1
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оо

п=1

-1 \

4)
14

ап

4)

15

cosm

cos na
п —

; — cos(n -+

sin па

¦ 1)/(п+1)
. Пользуясь критерием Коши,

,
если:

1

ап = 1пA ¦+

. Доказать,

¦1/п).

что если

п + 1

оо

ряды У ] zn
п=1

доказать

ОО

п=1

оо

cos a

п2

расходимость ряда

1

y/n(n + 1)

сходятся и их суммы

соответственно равны s и сг, то и ряд /_^Сп5 гДе Сп = Xzn -\- fiwnj

n=l

сходится при любых комплексных Л, \i и его сумма равна Xs + /icr.

16. Доказать, что:

оо

1) если ряд 2_jZn СХ°ДИТСЯ5 то ПРИ любом т сходится его ттг-й

остаток; n=1

2) если какой-либо остаток ряда сходится, то сходится и сам ряд.

При этом справедливо равенство S = Sm+rm, где S и Sm —

соответственно сумма и т-я частичная сумма исходного ряда, гш
—

сумма его ш-го остатка.
оо

17. Доказать, что если ряд /_^Zn СХ°ДИТСЯ и его сумма равна 5,
оо ^^.

Еп=1Wj, где

Wl — Z\ + Z<i + ... + Zkn W2 = Zkt + 1 + Zkt+2 + ••• + Zk2 ,
...

({fcj} — строго возрастающая последовательность натуральных чи-
оо

сел) и при этом V^ Wj = 5.

J= 1 оо

18. Доказать, что если ряд У^а^, где an G R (n G А/), сходится,
оо п=1

то сходится и ряд У^ —^.
А^ п
71=1 °°

19. Выяснить, что можно сказать о сходимости ряда У^ сп,

где cn = an + 6n (n G А/), если известно, что:
n=1

оо оо

1) ряд \^ ап сходится, а ряд \^ Ъп расходится;
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2) оба эти ряда расходятся.
оо оо

20. Доказать, что если ряды V^ а2п и V^ Ь^, где an E /?, Ъп ? R

(п Е А/), сходятся, то сходятся и ряды:

га=1 п=1

ОТВЕТЫ

1 1/1 \п 1 4 1 f — i^71 Ч

1-\\ Q
-1

/| С . О\ С
J

| \ / С .

"; п~2 2 V 5 /
'

~

2
' ; n~44 371-1 '

~

4
'

6) Ьп -
4 2^^ 4 ¦ 5»

' ^ ~

4
'

4) 5 =

51 3
|

(~1)П~1 5= 51-
; п

8 2" Б-З^-1
'

8
'

4'

4И II ^ ЧJl;
"~4V15 Bn + 3)Bn + 5)J' 60'

5) s - V :
; п

3 \а(а + 1)(а(а + 1)(а + 2) (а + п)(а + п + 1)(а + п + 2)

5 —

^ За(а-

=

15'

41чс_3_1/ 1 1 \ „

_

3

3M =--- ±(^— + ^—) S = ---

12 8 V 4п - 1 4п + 3 /
'

12
'

0 1/1 1 \ о

5.1M„=4- =

32 4(n + l)(n + 2)(n + 3)(n + 4)' 32'
5n +23„

_

23

1200 10(n + l)(n + 2)(n + 3)(n + 4)(n + 5)
'

1200
'
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»
= И1-B^

6. 1) 5n = ln ^-ti, 5= -In 2; 2) 5n = In ^-t^, 5 = -In3;

оч o
, 2(n2+n+l) o

,2 .чо , 2n + l
o lo

3) 5n = In -b—-—-—^
, 5 = In -

; 4) Sn = In ——-
, 5 = In 2;

3n(n +1) 3 n + 1

5) 5n=i(sm2-si
6) Sn= \(cos^ -cosaj, 5 = sin2 (|);
7)Sn = l-^r,5 = l; 8) Sn =

8. 1) 5/36; 2) -1/36; 3) 1/90; 4) 31/18.

9.1) (—1 + *)/4; 2) A + 20/5; 3) 1 + г/2; 4) -1 + г.

_.„ .ч a(cosa — a) <

~ч a sin a

1 — 2a cos a + a2
'

1 — 2a cos a + a2
'

19. 1) Расходится; 2) может как сходиться, так и расходиться.

§ 14. Ряды с неотрицательными членами

СПРАВОЧНЫЕ СВЕДЕНИЯ

1. Критерий сходимости ряда с неотрицательными члена-
(X)

ми. Ряд V^ ап с неотрицательными членами (ап ^ 0, n G А/) сходится

71=1
тогда и только тогда, когда последовательность его частичных сумм

ограничена сверху, т. е существует число М > 0 такое, что для каж-

каждого п Е А/ выполняется неравенство

2к ^ М.

fc=i

2. Признак сравнения. Если существует номер по такой, что

для всех п ^ по выполняются неравенства

0 ^ ап ^ Ьп,
(X) (X)

то из сходимости ряда V^ 6n следует сходимость ряда V^ an а из

со ?г=1 оо п=1

расходимости ряда /^ ап следует расходимость ряда Von.
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Если ап ^ 0, Ъп > О для всех п ^% и существует конечный и

отличный от нуля предел

1Ш1 —
,

п—>-оо Оп

оо оо

то ряды 2_^ ап и /_^ Ъп сходятся или расходятся одновременно.

га=1 п=1

В частности, если ап ^ О, 6П > 0 при n ^ п0 и

ап ~ Ьп при п ->• оо,
ОО (X)

то ряды V^ an и V^ 6n либо оба сходятся, либо оба расходятся.

га=1 п=1

3. Интегральный признак сходимости ряда. Если функ-

функция /(ж) неотрицательна и убывает на промежутке [1, +оо), то

(X) +ОО

ряд V^ /(n) и интеграл / /(ж) б?ж сходятся или расходятся одно-

_,
j

п=1 1

временно.

4. Метод выделения главной части. При исследовании сходи-
(X)

мости ряда V^ an с неотрицательными членами иногда удается по-

п=1

лучить с помощью формулы Тейлора асимптотическую формулу вида

ап ~ с/па (п —У оо, с > 0).
(X)

В этом случае ряд V^ an сходится при а > 1 и расходится при а ^ 1.

71=1

5. Признаки Даламбера и Коши.

Признак Даламбера. Если для ряда
(X)

J^an, an>0 (neN),
71=1

существует такое число д, 0 < # < 1, и такой номер по, что для всех

п ^ п0 выполняется неравенство

an+i/an ^ g',

то этот ряд сходится; если же для всех п ^ по имеет место нера-

неравенство

an+i/an ^ 1,
то ряд расходится.

На практике удобно пользоваться признаком Даламбера в предель-

предельной форме: если ап > 0 (n G А/) и существует

Ит ^ = л,
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ОО

то при Л < 1 ряд 2_, ап сходится, а при Л > 1 расходится.

71=1

При Л = 1 ряд может как сходиться, так и расходиться. Например,
ОО ОО

- и 2_^
— число А равно 1, однако первый из этих

га=1 п=1

рядов расходится, а второй сходится.

Признак Коши. Если для ряда

ОО

^ап, ап ^ 0 (n e /V),
71=1

существует такое число q, 0 ^ ^ < 1, и такой номер п0, что для всех

n ^ по выполняется неравенство

то этот ряд сходится; если же для всех п ^ п0 имеет место нера-

неравенство

то ряд расходится.

На практике обычно применяют признак Коши в предельной фор-
форме: если ап ^ 0 (п G А/) и существует

lim v/a^ = A,
п—>-оо

то при Л < 1 ряд сходится, а при Л > 1 расходится.

При Л = 1 ряд может как сходиться, так и расходиться.

6. Признаки Раабе и Гаусса.
Признак Раабе. Если ап > 0 (n G А/) и существует

П—>-ОО V CLfl+l

(X)

то при q > 1 ряд V^ ап сходится, а при д' < 1 расходится.

п=1

Признак Гаусса. Если ап > 0 (n G А/) и

где |7п| < с, й > 0, то:

(X)

а) при а > 1 ряд V^ an сходится, а при а < 1 расходится;

п=1

б) при а = 1 этот ряд сходится в случае, когда C > 1, и расходится

в случае, когда /3^1.
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ПРИМЕРЫ С РЕШЕНИЯМИ
оо

2

ТТ 1 ТТ V^ C0S П
Пример 1. Исследовать на сходимость ряд > —

-.

*-^ п(п + 1)
71=1

А гг гл /
cos2 к . 1 1 1 v-^ cos2 к

А Так как <U
^—^

<
^-^

= - -

—, то g ^
) = 1 < 1, поэтому ряд сходится. А

\ к к + 1 J п + 1

к=1

(X)

Пример 2. Исследовать на сходимость ряд V^an, если:

п=1
п

А 1) Так как при всех п е N выполняются неравенства 2 ^
оо

^ 5 + 3(-1)п ^ 8, то 0 < an ^ —, и из сходимости ряда ^ —-

^ 5 + 3(-1Г
П=1

следует сходимость ряда у. п+3
.

71=1

2) Так как ап > 1/п, то из расходимости гармонического ряда
оо оо

El— следует расходимость рядаду рд рд у, y
п=1 п=1

оо

Пример 3. Исследовать на сходимость ряд ^~^an, если:

71=1

1Л en+n4 o,
2n2 + 5n + l

1) an = 5 ; 2) ап =J п
3^ + 1п2(п + 1)'

У п
Vn6 + Зп2 + 2

А 1) Из асимптотических формул

en + n4~en, 3n+ln2(n + l) ~ 3n при п -+ оо

п
°°

следует, что an
~ ( - j ? где - < 1. Поэтому ряд V^ an сходится.

\ о / о

71=1

2) Так как

2п2 + Ъп + 1 - 2п2, л/п6 + Зп2 + 2 - п3,

то ап
^

-, и поэтому ряд У^ ап расходится. А
п *-^

71=1

ОО

Пример 4. Исследовать на сходимость ряд ^~^an, если:

71=1

1) ап =
—-

; 2) an = п2е~п3; 3) an = т— ,
n ^ 2.

п п 1пр п

А 1) При а > 0 функция /(ж) = 1/жа неотрицательна и убывает
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+оо

/dx— сходится при а > 1 и рас-
X

1
оо

ходится при 0 < а ^ 1. Поэтому ряд 2^ ~^ сходится при а > 1 и

71=1

расходится при 0 < а ^ 1 (интегральный признак).

Если а ^ О, то ряд У^ — расходится, так как в этом случае

71=1

ап = 1/па -ft 0 при п —у оо.

оо

Итак, ряд У^ — сходится при а > 1 и расходится при 0 < а ^ 1.

71=1

2) Функция /(ж) = ж2е~ж неотрицательна и убывает при ж ^ 1.
Несобственный интеграл +оо+

/ х2е~х dx

сходится, так как существует конечный предел lim F(x),
х—>-+оо

где F(x) = -е~ж /3 — первообразная функции х2е~х . Поэтому
оо

ряд >^ п е сходится.

71=1

3) Рассмотрим при х ^ 2 функцию /(ж) = 1/(ж 1п^ж). Эта функ-

функция принимает положительные значения на промежутке [2, +оо), а

ее производная равна
1пж + /^

х2 1пр+ ж

Если 1пж + /3, т. е. х > е~@, то f'(x) < 0. Следовательно, функ-
функция / положительна и убывает на промежутке [а, +оо), где а =

= maxB; e~^). Так как интеграл

+оо
Г dx

J xln^xlnx

сходится при C > 1 и расходится при C^1 (§12, пример 13), то ряд

^2 П Ь П

сходится при C > 1 и расходится при /3 ^ 1. А
оо

Пример 5. Исследовать на сходимость ряд V^an, если:
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3)aw = ln /f .J
1 + arctg (l/л/п)

A 1) Так как cost = 1 - t2/2 + o(t2) при ? -»> 0, то

an
= l-cos-= = -(-=) + о(—?),

oo

откуда an ~ тг2/Bп4//3). Следовательно, ряд У^ A — cos
-дг= ) схо-

ДИТСЯ.
п=1

сл\ о П — 1 1 — 1/п
2) Заметив, что =

—, и применив асимптотическую

формулу

A + tf = l + /3t + o(t), t^O,

при /3 = 1/3 и /3 = —1/3 получим

1

VГЧ

2 в

J
Следовательно, ряд сходится при а > 1 и расходится при a ^ 1.

3) Используя разложения

находим

-?-- -

2 3

ln(l + arctgt) = t - l- + o(t3), t -+ 0.

Следовательно,

т. e. an
~ 2/3n3/2, и поэтому ряд сходится. А

оо

Пример 6. Исследовать на сходимость ряд V^ an с помощью

признака Даламбера, если: п=1

1) ап = ап/п\, а > 0; 2) an = 3nn!/nn.
А 1) Так как an+i/an = а/(п + 1), то для любого a > 0 существует

lim —— = О,
П—>-ОО CLfl

и поэтому ряд сходится.
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Замечание. Используя необходимое условие сходимости ряда,

получаем

lim ?lL = 0.
п—уоо П1

2) Так как ап+1 = п!Зп+1/(™ + 1)п, то

CLn+l 3

ап A + 1/п)п
'

откуда получаем

п—>-оо an e

и поэтому ряд расходится. А
оо

Пример 7. Исследовать на сходимость ряд 2_^ап с помощью

признака Коши, если: n=i

Зп
2

3) CLn =
—

.

A 1) Так как V/a^ = n5/n *JA"'~r
*

и lim y/n = 1, то
4n + 3 n—>-oo

lim
n—>-oo

и поэтому ряд сходится.

2) В этом случае

пГ— Зп /1 + 2/п\п 1;___ пГ— 31 + 2/п\п
1 + 3/п У

'

пическую ф
/
п

\ п

f - ) л/2тгп при п ->• оо,

v
п + 5 V 1 + 3/п / /woo

v
e

и поэтому ряд расходится.

3) Используя асимптотическую формулу Стирлинга

п\

получаем

откуда следует, что ряд расходится. А
оо

Пример 8. Исследовать на сходимость ряд 2_^ап
признака Раабе, если n=i

_
Bп-1)!!

пп ~

Bп)!!
'

А Так как

_
Bп + 1)!!

_
Bп-1)!!Bп + 1)

_

2п
йп+1 ~

B(n + l))!!
~

Bn)!!Bn + 2)
~ пп

'

2^
то

/ an Л г /2п + 2 Л 1
n — 1 = lim п 1 =

-,

\an+i / п-^оо \2п + 1 / 2

и поэтому ряд сходится. А

lim
\an+i
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Пример 9. Исследовать на сходимость ряд V^ an с помощью

признака Гаусса, если п=1

ап
= B- л/а)B - Щ...B - Щ, а > 0.

А Заметим, что an/an+i = 1/B — n+^/a), где

., ,
1паЛ 1\

,
In2 а

, /1\ 1 ,
1па

, 7n i
= И A ) + 1Г~Г+°(~2 ) = И 1--4", где 7п < с.

п V п/ 2п2 \п2/ п п2

Следовательно,
ап

_

1
_

-,
In а 7п

dn+i 1 — (In a)/n — 7n/n2 n n2
'

где \jn\ < M. Если In a > 1, т. e. a > e, то ряд сходится. Если

же а ^ е, то ряд расходится. А

ЗАДАЧИ
оо

1. Доказать сходимость ряда V^an, установив ограниченность

71=1
сверху последовательности его частичных сумм:

1
ч

_

sin4 2n
9"\ —

^

' пп =

(n + l)(n + 2)
; j a"

~

(n + l)
оч /, 1пя\ „

3)an=(l+—Jg",
1пя\ „ „ п .ч

п2п + 5

J" 0<<1 4)

Используя признак сравнения, исследовать ряд 2^ ап на сходи-

сходимость B, 3). w=i

5 + 3(-1Г+1, , arctgn, sin23n.2.1) an- , 2) an- ^^ , 3) an -

—^
,

.ч cosGr/4n) r4 . 3 + (—l)n n, lnn + sinn

4)ап=1/Ш^Т; 5)an = sm—^—; 6) ara =
w2 + 21nw;

J n

3sinGrn/3))'
_ ln(l + C + (-l)"arctg2n)/n) „

an —
-

5 5 II ^ L.

In n

ч

_ arcsin((n- l)/(n + 1)) ox Л
arctg (n2 + 2n)

Пу/1п(п+1)
d + n

qx _ cos4Bn/(n+ 1)) .v

_

5)аи=^ ; 6)а„ =
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7) an = Cn + n3)e~^4nn; S

Исследовать сходимость ряда

C-2 cos2Grn/3))en

получив асимптотическую

71=1

формулу вида ап ~ с/па при п ->• оо D-6).
1

4. 1) ап =
2тг

; 2) ап = 1 - cos — ;

ч/Bп + 1)Bп-
оч

, Л .

1 \ лл Зп + 1 Л 1 1
3)а" = 1Ч1+^); 4)a"=B^TTF; 5)a"=^arctg^;
11 /1

6) an = —= arcsin —= ; 7) an = (e1/n - 1) sin ;
Vn V n4 V n +1

Qx
n3 + 3n2 + 5

8) an = = .

Tl \/ 7X ~~\~ 7X ~\~ 1

e i\
' 2n+l оч .П + 2

5. 1) an = sin
з ; 2) an = ntg -—--

;
7l6 + СП + 3 П^ + 3

3) an = exp { ^2n j - 1; 4) an =
П + ln 71

ап = arcsin

6. 1) ап = 1п

п3 + Зп + 2

cosB7r/n)
; 2) ап =

3) a» =
п
— 1 п + 1

; 4) а" =

п/ д/п+1
2п + 1

1

1;

Л lnn\2n . / \/3\
an = ( 1 1 ; 6) an = log2n H I;

\ 71 / \ 71 /

clinch f —V7 ап =
1 — V 71 — 1

/п + 2
йп =

Найти все значения а, при которых сходится ряд 2_^ап G-13).
71=1

7. 1) ап = A-п sin(l/n))a; 2) ап = (sh A/n) - sin(l/n))a;
3) ап = (n sh A/n) - ch A/п))а; 4) ап = (- cos(l/n) + ch (l/n))a;

5) an= (arctg A/n)-ln(l + l/n))a; 6) an = (e^1/") - l)a;

7) an = ( exp { - cos - j - 1 ) ;
\ U П J 71 J

8) an = cos -= -
.

V y/n 71 J

8.1) an = n sina(i - arctg i); 2) an = (exp { ^ } - cos i) ;

/ ^ 1 \a

3) an = In sh ln -

; 4) an =
V n n /

ln n + ln sin —

n
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5) an = ( exp \ 1 - cos - \ - 1) sin —= ;
VI n ) J \/n

In
71+1

71—1 71—16) ап =

9) an = (nsin cos —— ) ; 10) an = na(ln(n2 + 1) - 2 Inn);
V n nv3/

11Л v/n2 +1 - ^n2 - 1
1O,

/ 1 , l\a
11) an = ; 12) an = cos cos cos en -

.J
na

J V n n)
l/2\a

9.1) an=

/1 1 \ а 1 1
2) а^ = ( —. /-, / ч

- cos - ) ; 3) an = lnarctg lntg -

Vnsm(l/n) nJ n n

4) an=\l- sin
2n2 + x j ; 5) an =

3n

In
2n

2n-1
'

/ / 1 \

а„=A-(сов-)
1 \l/n\a

) )

1)а; 4) an = (-L - Jin —Г;
2 / V лM V n /

, а Ch(l/n)

In cos (sin arcsin -

V n n
f

7Г 7ГП

11. 1) an = a-lnn, a>0; 2) an =

3) an = na - ( exp ^ n arcsin — \ — 1 j;
4) an = exp < n arctg — \ — 1 — na;

5) an = exp < n sin — > — na: 6) an = \na A + sin — );
In2) n V n)

( 1 \n" / 1 \n"
7) an = n arcsin — — 1; 8) an = 1 —I n In cos —hi

V n J V n )
n2n

12' 1} an =

(n + a)-+2(n + 2)-+«
'
a > ~1;

2) an = n In (l + -1) + arctg
-L - l;
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4) ап=

5) on =

-1;

^, а>0;

, a>0;

8) ап = yjn + arctg na
—

13.1) an = l-

2)а„=—In(cos-+tg2-);
B

/ 1 1 \ \ \а
- arccos —h sin -

;
7Г V П П ) )\

5) an = (In
n + n + 1

'n2 + n/2 + д/п2 - n/2

6) an = a1/- + a-i/n_2, a>0;

7) an = a1/^-aV(n+iM a>Q<
(X)

14. Исследовать на сходимость ряд У^ап, получив асимптоти-

с

ческую формулу вида аш
п=1

при п —> оо:

^=5 2)an =
^n5 + зп + 2

' У "

Bn + lJln2(n+:
п-1\п In п

-; 3) an = tyn -

.ч cos(l/n) кч
/n-l\

n In tffA/n) V n +1 /(I/1

lnB/n -

A. ln(en + n2) .

6) an = —Ц —

; 7) an = 17 n

n2ln2(n + l)'
У n

an — 1 H
ln(n2 + n)

15. Найти все значения а, при которых сходится ряд У^ an

lna ch A/n)
In2(n+1)

; 2) an =

_
arctg (e-

_ ln(w2 -

(arcsin(e
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_
1п(п2 + п + 2) А _ arcsin((n+l)/Bn)) - тг/6

"

(/й*+Т)«; 8) ап ~

ь^ТТ)
;

9) ап = (nV^'+i) - 1)«; Ю) ап = пп<х - 1;

П) ап = nfch - -cos -P-rY] 12) ап = ((n + l)n - nn)ae~n;
V n nz + 1 /

13 an = (n + Vnarctgn
а In —-^; 14) an =

2 + rr2 + nz In A + n2)

15) an =
—,

n > 1; 16) an =

3 ,
n > 1;

v In n v In n

17) an = -^—5 ,
n > 1;

In n

15) a zz n > 1.У ln2n
oo

16. Доказав сходимость ряда > In
, получить асимп-

^-^ \п п )
71

-. п=1

тотическую формулу S^ -г
= Inn + С + an, где С — эйлерова посто-

k=l

янная (С = 0,577215...), ап —> 0 при п —> оо.

17. Выяснить, какому условию должны удовлетворять положитель-
(X)

ные числа a, b, с, чтобы сходился ряд V^an, где

71=1

Исследовать на сходимость ряд 2_, ап с помощью признака

Даламбера A8-20). «=1

,а -.ч и10
Оч

«3 о4 2-5-8...(Зп-1)
181)а=; 2)а=; 3)Q= ;

й«=^'^е' а>0; 5)а"=

1-3-5...Bп-1) .
,

_

4-7-
а"- 3^ ' 7)a"-2-6-

i^i -

и" ,

_ Bп

2.6...Dп-2);
_

4-7-10...(Зп + 4) . _ Bп)!

Bп
~

l-4...Cn + l)'
4)a"-

Bn-l)H
2-5...3п + 2 ., Bп + 1)!!

= ; б)а=^й^;( )
_ч 3-6...Cп) . 1 оч

7) а" =

(п+1)!
аГС8Ш

2^ ; 8) а" =

Bп)!
(Зп)!!

' } п
~
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12) а = Eп)! 13) а = з2П(п!L ¦ 14) а = 5!!М1.
} п

25nBn)!Cn)!
' } п

(Зп)!(п + 1)!'
; п

ппп\
'

15) ап = п[^_ ; 16) ап =

Bn)!shn-

а
-

п!Bп +

(Зп)!
•

(X)

Исследовать на сходимость ряд V^ an с помощью признака

Коши B1, 22). n=i

5) ап = (> Т о ) 5 6) ап = Зп+1( ^-±- ) ;
V уп + 3/ чп + 3/

/ 1 \п2 / 1 \п?>
9) ап = (^cos —=) ; 10) ап = (^nsin -J ;

/ 1 \ п2 / 1 \ ~п3

11) ап = ( ./. ) ; 12)an=(nsh-) ;
V ch A/л/п) ) \ п)

1Оч
1 /п + 2\п2

1/|Л
/ . 1 \п3

13) ап =
—- ( 1 ; 14) ап = (narcsm - 1 .

О \ ТЬ / \ Т1 /

^
па

^n
. /6n + l\n/2/5\2n/3

5) Q-=
(ln(n + l))n/2-

">Q- 6)а»=E^з) (б) '

(( ))
(X)

23. Исследовать на сходимость ряд ^ ап с помощью признака

Раабле или признака Гаусса: п=1

Bп + 1)!!\°_/Bп + 1)!!\° 1
,

°"~
VBn + 2)!!/ n0 '

\ еп

5) ап =
— ;^^ 1 ,

а > 0;7

(а + л/2)(а + л/3)( + /^ТТ)'

6)°=

_
l-4...Cn-2)-2-5...Cn

~

n!(n
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О"п, =
In 2 1пЗ... 1п(п+1)

n

lnB+a) lnC + a)... ln(n + 1 + a)
, а> 0.

71=1

Исследовать на сходимость ряд V^ an B4-28).

Vn

п sin2 2n

24. 1) ап= -^sin-; 2) ап = -±= In A + --==);

3) ап =
.ч arctg д/п + 2

; 4) ап = *—T~TV 5
nhr(n + l)

arctg C + (-1)п 1 ,

_

, arcsin((n
} п

~

_

п
~

ог 1ч , 1
,

1 оч л/п + 2 , Зп — 1
25. 1) ап = tg arctg -

; 2) ап =
— In -—— ;

п п п + 3 Зп + 1

6) an = naqn, 0 < q < 1; 7) an = ^
9) an =

з— , n > 2; 10) an = sin

_ (п + 1)!
"

7"B + 4)

C

13) а„ = (л/п2 +n-n)™2; 14) а„ = (л/п2 + 1 - п + I)"™2;

15) аи = 2"(^)" ; 16) ап = (пarctg ^)" .

26. 1) а„ =
B,6)ип!

; 2) а„ = п""/3 ^ГТТ; 3) а„ = 3" cos -i;
Bп

7) а„ =
п!

,
а > 0;

92"n!

Bn)!
;

a(a + c)(a + 2c)...(a + nc)

9) an = nn
д/п

, a>0, 6>0, c> 0;

1 \ Пл/п2-\-П

7^) '; 10) f^
11) an = n\ arctg -^.

27. 1) а„ =

VKn + i)

2) а„ = (л/2-

4) an =

- 2n+^2); 3) an = ^%
О

(lnn)lnn 7ГП—^7»(lnlnn)lnn
3;
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- (("+1H".

10) an = (arctg — j (Зга)!; 11) an = ."\
П

^-arctg — ;

1O, _
22-52-82...CnH

sm3^

28. 1) ап= —L-, n^2; 2) а„ = (^ln2 fc) /na;
^ ¦'

fc=i

1лСпМ 1

3)а„=^, n^2; 4) ага = ) n > 2.
па n(lnn)a(lnlnn)^

29. Установив сходимость соответствующего ряда, показать, что:

1) Нт — = 0; 2) lim -^- = 0; 3) lim ^^ = 0;

4) шп М! = о, а > 1.

30. Исследовать на сходимость ряд ^ ^Щ^-, где /i(n) — число

цифр числа п. п=1

31. Пусть ai = 1, п2 = 1, an+i = &n+i + an (п ^ 1). Доказать, что

оо

ряд 2_\ — сходится.

п=1
П

32. Пусть Ai, Л2,..., Лп,... — положительные корни уравне-

уравнения tgx = ж, расположенные в порядке возрастания. Доказать, что

оо

РЯД 2_\ Кг2 СХОДИТСЯ.

га=1 оо

33. Исследовать на сходимость ряд N ап:

п+2
п=1

тг+тгп 2
S

lj an = / —-—^ аж; 2) an— e ydj
ax; 6) an— J

О П 7ГП

.4 f x sin5 x -.

4) an = /
2

dor.
ь/ J- "T" ж

о / -—^

34. Пусть ai = л/2, a2 = V 2 - л/2, a3 = у 2 - V2 + л/2, ..., an =

=

у 2 — у 2 + у 2 + ... + л/2. Доказать, что ряд V^ an сходится.

п=1 оо

35. Доказать, что если ап ^ 0, 6П > 0 для всех п ^ по, ряд V^ 6n
71=1
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оо

сходится и lim -p- = 0, то ряд V^ ап также сходится.

п=1
ОО

36. Доказать, что если ап ^ 0, 6П > 0 для всех п ^ по, ряд V^ 6П

г ап \г^
п=1

расходится, lim — = оо, то ряд > ап также расходится.
п—юо Оп

*-^

п=1

37. Доказать, что если существует lim пап = а, где а / 0, то
со п—>-оо

ряд у ап также расходится.

71=1

38. Доказать, что если ап > 0, an+i ^ ап для всех п Е А/ и
оо

ряд У^ ап сходится, то lim nan = 0.
*—^ п—>-оо

П=1 (X)

39. Доказать, что если ап ^ 0 (n E А/) и ряд У^ ап сходится, то

ряд У^ а^ также сходится. Справедливо ли обратное утверждениеГ
71=1

40. Доказать, что ряд с неотрицательными членами сходится,

если ограничена сверху хотя бы одна подпоследовательность пос-

последовательности его частичных сумм.

41. Доказать, что если последовательность {пап}, где ап ^ 0 (n G
оо

G А/), ограничена, то ряд 2_^ап сходится.

71=1
ОО

42. Доказать, что если ряд У^ —j=, где ап ^ 0 (n G А/), сходится

п—1
°°

и an+i ^ ап (n G А/), то также сходящимся является ряд У^ а^.
71=1

43. Доказать, что если ап ^0, Ъп ^ 0, сп ^ 0 (n G А/) и ряды
оо оо оо оо

У^ап5 У^^п' х_^ сп сходятся, то сходится также и ряд У^ anbncn.

оо оо

44. Пусть ап ^ 0, 6П ^ 0 (n G А/) и ряды ^ an, ^ 6П расходятся.

Выяснить, следует ли отсюда, что расходится ряд:
оо оо

ij у j max(^qn, onj5 ^J / J mmlfln; ^nj-
n=l n=l

45. Доказать, что если an > 0 (n G А/) и существует

n-^oo an

то an
= o(qi), где g'l > q.
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46. Доказать, что если ап > 0 (n E А/) и для всех п^т справедливо
неравенство an+i/an ^ А < 1, то

~

ДП-Ш+1

/ v
0>k ^CLm

1 _ д
&=п+1

для всех п ^ т.

47. Доказать, что если ап > 0 (n G А/) и существует

то ряд V^ an сходится (обобщенный признак Даламбера).
71=1

48. Доказать, что если ап ^ 0 (п е N) и существует

lim д/а^ = д,
п—>-оо

оо

то ряд 2_^ап сходится в случае, когда q < 1, и расходится в случае,

п=1

когда g > 1 (обобщенный признак Коши).
49. Доказать, что если ап > 0, an+i ^ an (n G А/) и существует

оо

lim — = g, то ряд У^ ап сходится в случае, когда q < -, и расхо-
П—>-ОО пп ^~^ 2

П=1

дится в случае, когда q > -.

50. Доказать, что если ап ^ 0 (n G А/) и существует номер ш

такой, что для всех n > m выполняется неравенство

то ряд ^ ап сходится; если же

п=1 П
(Л

для всех п > ттг, то ряд ^~^ ап расходится (признак Жамэ).
71=1

51. Доказать, что если ап > 0 (п G А/) и существуют номер т

и число а > 0 такие, что для всех п ^ т выполняется неравенство

Ьо 
2

1пп
а,

то ряд у ап сходится; если же

n=i lna

Inn

оо

для всех n ^ ттг, то ряд V^ an расходится (логарифмический признак).
п=1
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оо

52. Доказать, что если ап > 0, an+i ^ ап (п Е А/), то ряд у^ ап
оо ^^

Еп
П=1

2 Й2П-

оо п=1

53. Доказать, что ряд ^~^/(п), где f(x) — положительная и убы-
п=1

вающая на промежутке [1; +оо) функция такая, что существует

lim :/6ч = Л,

сходится в случае Л < 1 и расходится в случае Л > 1 (признак
Ермакова).

54. Доказать, что если ап > 0, an+i ^ an (п G A/), lim an = 0, то
п—>-оо

оо оо

ряд 2^, ап сходится или расходится одновременно с рядом V^ qm2~rn,
n=l °° m=l

где qm
— наибольший номер членов ряда V^an, удовлетворяющих

условию
п=1

ап^2-т (п = 1, 2, ...,qm)

(признак Лобачевского).
55. Доказать, что если f(x) — положительная, убывающая на про-

оо

межутке [1; +оо) функция и ряд 2^ fn сходится, то для его п-го

остатка n=i

k=n+l
+ОО+

справедливы неравенства / f(x) dx < rn < f(n + 1) + / f(x) dx.

n+l n+1

ОТВЕТЫ

2. 1) Сходится; 2) сходится; 3) сходится; 4) расходится;

5) сходится; 6) сходится; 7) расходится; 8) сходится.

3. 1) Расходится; 2) сходится; 3) сходится; 4) сходится;

5) сходится; 6) сходится; 7) сходится; 8) расходится.
4. 1) Расходится; 2) сходится; 3) сходится; 4) расходится;

5) расходится; 6) сходится; 7) сходится; 8) сходится.

5. 1) Сходится; 2) расходится; 3) сходится; 4) сходится;

5) расходится; 6) сходится; 7) сходится; 8) сходится.

6. 1) Сходится; 2) расходится; 3) расходится; 4) сходится;

5) сходится; 6) сходится; 7) расходится; 8) сходится.

7. 1) а > 1/2; 2) а > 1/3; 3) а > 1/2; 4) а > 1/2; 5) а > 1/2;
6) а > 1; 7) а > 1/2; 8) а > 1/2.
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8. 1) а > 2/3; 2) а > 1/4; 3) а > 1/2; 4) а > 1/2; 5) а > 1/4;
6) а > 1/2; 7) а > 3; 8) а > 4; 9) а > 1/4; 10) а < 1;

11) а > -1/3; 12) а > 1/2.
9. 1) а > 1/2; 2) а > 1/2; 3) а > 1/2; 4) а > 1/4; 5) а > 1/2;
6) а > 1; 7) а > 1/2; 8) а > 1/3.
10. 1) а > 3/2; 2) а > 5; 3) а > 1; 4) а > 2/3; 5) а > 1/2;
6) а > 1; 7) а > 1/6; 8) а > 1/3.
11. 1)а>е; 2) а < -1; 3) а = -1; 4) а = -1; 5) а = 0;
6) а = 1; 7) а < 1; 8) а < 0.

12. 1) а > -1; 2) а = 1; 3) а > 1/2; 4) а < 1; 5) а > 1/2;
6) а < 1; 7) а > 1/4; 8) а < -1/2.
13. 1) а < 2; 2) а = 1/л/2 и а = -1/л/2; 3) а > 1/3; 4) а > 0;
5) а > 1/2; 6) а > 0; 7) а > 0.

14. 1) Сходится; 2) сходится; 3) расходится; 4) сходится;

5) расходится; 6) сходится; 7) расходится; 8) расходится.

15. 1) а ^ 1/2; 2) а > 0; 3) а < -1; 4) а > 1; 5) а > 1;

6) а < -2; 7) а < -1; 8) а > 1; 9) а > 1/2; 10) а < -1/2;
11) а > 1; 12) а ^ 0; 13) а < 1; 14) а ^ 0 и а ^ 1; 15) а > 1;
16) а > 1; 17) а ^ 1/3; 18) а ^ 1/2.
17. а2 = be.

18. 1) Сходится; 2) сходится; 3) сходится;

4) сходится при а < е, расходится при а > е;

5) признак Даламбера не решает вопрос о сходимости данного ряда;

6) сходится; 7) сходится; 8) расходится.

19. 1) Расходится; 2) расходится; 3) сходится; 4) сходится;

5) расходится; 6) сходится; 7) расходится; 8) сходится;

9) сходится; 10) сходится; 11) расходится; 12) расходится;

13) сходится; 14) расходится; 15) расходится; 16) сходится.

20. 1) Сходится; 2) сходится.

21. 1) Сходится; 2) сходится;

3) сходится, если 0 < а < 1, и расходится, если а ^ 1;

4) сходится; 5) сходится; 6) расходится; 7) сходится; 8) сходится;
9) сходится; 10) сходится; 11) сходится; 12) сходится;

13) расходится; 14) расходится.
22. 1) Сходится; 2) сходится; 3) сходится;

4) признак Коши не решает вопрос о сходимости данного ряда;

5) сходится при любом а; 6) сходится.

23. 1) Расходится;
2) сходится, если а/2 + C > 1, и расходится, если а/2 + C ^ 1;
3) сходится, если а{Ь — а) > 1, и расходится, если а(Ь — а) ^ 1;
4) сходится, если а > 1, и расходится, если а ^ 1; 5) сходится;
6) сходится, если а + /3 > 2, и расходится, если а + /3 ^ 2;
7) расходится; 8) расходится.
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24. 1) Сходится; 2) расходится; 3) сходится; 4) сходится;

5) расходится; 6) расходится; 7) расходится; 8) сходится.

25. 1) Сходится; 2) сходится; 3) сходится; 4) расходится;

5) сходится; 6) расходится при любом а;

7) сходится; 8) расходится;

9) сходится при а > 1 (/3 любое) и при а = 1, если /3 > 1;

10) сходится; 11) сходится; 12) сходится; 13) сходится;

14) сходится; 15) сходится; 16) сходится.

26. 1) Сходится; 2) сходится; 3) расходится; 4) сходится;

5) сходится; 6) сходится;

7) сходится, если /3 > а + 1 и расходится, если /3 ^ а + 1;

8) сходится; 9) сходится; 10) расходится; 11) сходится.

27. 1) Расходится; 2) сходится; 3) сходится; 4) сходится;

5) сходится; 6) расходится; 7) сходится; 8) расходится;

9) сходится; 10) расходится; 11) расходится; 12) сходится.

28. 1) Расходится; 2) сходится при а > 2 и расходится при а ^ 2;

3) сходится при а > 2 и расходится при а ^ 2;

4) сходится при любом /3, если а > 1, а также при /3 > 1, если

а = 1; при других значениях а и /3 расходится.

30. Сходится

33. 1) Сходится; 2) сходится; 3) расходится; 4) сходится.

39. Нет. 44. а) Да; б) нет.

§ 15. Абсолютно и не абсолютно сходящиеся ряды

СПРАВОЧНЫЕ СВЕДЕНИЯ

1. Абсолютно сходящиеся ряды. Ряд

оо

5> а)
71=1

называется абсолютно сходящимся, если сходится ряд

ОО

^2\ап\- B)
71=1

При исследовании рядов на абсолютную сходимость применяют-

применяются признаки сходимости рядов с неотрицательными членами (§14).

Свойства абсолютно сходящихся рядов.

1. Абсолютно сходящийся ряд сходится, т. е. из сходимости ря-

ряда B) следует сходимость ряда A), причем \S\ ^ о, где S и а —

суммы рядов A) и B) соответственно.
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оо оо

2. Если ряды 2_, ап и /_^ Ьп абсолютно сходятся, то при лю-

п=1 п=1
бых а и E ряд оо

^2(аап + (ЗЬп)
п=1

также абсолютно сходится.

3. Если ряд A) абсолютно сходится, то ряд, составленный из тех

же членов, но взятых в другом порядке, также абсолютно сходится,
и его сумма равна сумме ряда A).

ОО ОО

4. Если ряды ^ ап и ^ Ъп абсолютно сходятся, то ряд, состав-

ленный из всевозможных попарных произведений afti членов этих

рядов, расположенных в любом порядке, также абсолютно сходится,
оо оо

а его сумма равна Sa, где S и а — суммы рядов 2_^ ап и /] Ьп.
п=1 п=1

2. Знакочередующиеся ряды. Ряд
оо

^(-l)" ^= ах
-

а2 + ... + (-l)" +̂ ...,

П=1

где ап ^ 0 или ап ^ 0 (п G А/), называют знакочередующимся.

Признак Лейбница. Если

lim an = 0 C)
п—>-оо

и для каждого п е N выполняется неравенство

an ^ an+i ^ 0, D)
ТО РЯД оо

71=1

сходится. При этом

где S и Sn — соответственно сумма и n-я частичная сумма ря-

ряда E).

3. Признаки Дирихле и Абеля сходимости рядов.

Признак Дирихле. Ряд
X)
~

^пЪп G)
71=1

ОО

сходится, если частичные суммы ряда ^ Ъп ограниченны, т. е.

71=1

ЗМ > 0 Vn G Л/:

к=1

м,
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а последовательность {ап} монотонно стремится к нулю, т. е. an+i ^

^ ап или an+i ^ ап для всех п ^ по и lira an = 0.
п—>-оо

Признак Абеля. Ряд G) сходится, если последовательность
оо

{ап} монотонна и ограниченна, а ряд ^ 6П сходится.

п=1

4. Условно сходящиеся ряды. Ряд A) называется условно (не
абсолютно) сходящимся, если этот ряд сходится, а ряд B) расходится.

Если ряд A) сходится условно, то каким бы ни было число А, мож-

можно так переставить члены ряда A), что сумма полученного ряда будет
равна А (теорема Римана).

При исследовании на сходимость рядов иногда оказывается полез-
оо

ным следующее утверждение: если ряд V^ an абсолютно сходится, то

оо^ оо^ п=1

ряды V^(an + 6n) и V^ Ъп одновременно либо абсолютно сходятся,

п=1 п=1
либо условно сходятся, либо расходятся.

ПРИМЕРЫ С РЕШЕНИЯМИ

оо

Пример 1. Доказать, что ряд ^ ап абсолютно сходится, если:

71=1

нч (n + l)cos2n оч
, Л 1 \ sinn

1) ап = \
J

; 2) an = In A + — arctg ;
\/n7 + 3n + 4 V ^/n/

°
n

3) an = 2(~1)П f 1 - cos -^VJ
In2(n + 1) V ф1)

A 1) Используя неравенства n + 1 ^ 2n, |cos2n| ^1, n7 + 3n +
oo

И У^+ 4 > n7, получаем an\ < —r . Из сходимости ряда У^ —г по приз-
П4/3 оо

~ П4/3

наку сравнения следует сходимость ряда У^ |an|, т. е. абсолютная

оо
^-^

Еп=1ап.

71=1

2) Заметим, что при t ^ 0 справедливы неравенства 0 ^ ln(l + t)
t, а при любом t e R — неравенство |arctgt| ^ \t\. Поэтому

^

sinn

оо

откуда следует абсолютная сходимость ряда у^ ап.

п=1
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3) Используя формулу 1 — cost = 2sin2(t/2) и неравенство | sin?| ^
|?|, t e /?, получаем

\а I <
2nln2(n

Так как ряд

^ 2nln2(n + l)

оо

сходится, то ряд 2_^ ап сходится абсолютно. А

п=1

Пример 2. Доказать сходимость знакочередующегося ряда:
оо оо

2

А 1) Последовательность {ап}, где ап = 1/л/п, монотонно стремит-

стремится к нулю (удовлетворяет условиям C), D)). По признаку Лейбница

V- (-1)" 
ряд > -—'——

сходится.

lim Ых) = О
ж-^+оо

2) Обозначим ip(x) = (In x)/x; тогда

(правило Лопиталя) и

откуда следует, что (р'(х) < 0 при х > е2. Поэтому последователь-

последовательность {ап}, где ап = (In п)/п, удовлетворяет условию C), а при п >

00
1 2

> е2 — условию D). По признаку Лейбница ряд VV-l)™ i?—^

сходится. A n=1

Пример 3. Доказать, что если последовательность {ап} монотон-

оо

но стремится к нулю, то ряд V^ an sin па сходится при любом a G /?,
оо ^"^

а ряд ^^ancosna сходится при а ф 2тгт, т ? Z.

71=1

П П

А Обозначим Бп = ^sin/ca, Cn = ^cos&a. Тогда
/г=1 /г=1

„
_

sin((n + l)a/2) sin(na/2) ^ _
cos((n + l)a/2) sin(na/2)

n~

sin(a/2)
' n~

sin(a/2)
'

a 7^ 2тгт, m G Z.
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Для доказательства формул (8) можно воспользоваться равенст-

2sinfcasin(a/2) = cos(k — l/2)a — cos(k

2cosfcasin(a/2) = sin(fc + l/2)a - sin(fc
Если a 7^ 2тгт, где ттг G Z, то

|Bn|^
|sin(a/2)|'

|C"K
|sin(a/2)|'

(X) ОО

и по признаку Дирихле ряды V^an sin 7Ш и V^ancosna сходятся.

71=1 71=1

Если a = 2тгт, где т Е Z, то cos na = 1, а sin па = 0 при всех п Е N.
ОО

Поэтому при a = 2тгт, т G Z, ряд ^ansinna сходится, а ряд

оо

n=l

ап

71=1

cos па =

оо

71=1

может как сходиться, так и расходиться. А

оо

тт л тт V^ sinna I

Пример 4. Исследовать на сходимость ряд > -—-—. cos —.

*-^ lnln(n + 2) п
п=1

(X)

А rp,
v-^v sinna / оЧ

А Так как ряд ^ Г~Г~( о\ сходится (пример 3), а последова-

71=1
П П^П ^

тельность {cos(//n)} монотонна и ограниченна, то по признаку Абеля

sinna I
cos -

!¦г,г cos

lnln(n + 2) п

сходится при любом a G R. А

Пример 5. Исследовать на сходимость и абсолютную сходи-
оо

мость ряд 2^ат если:

П~

(-!)П o^ 1 (л , (-!)ПА оч cosn

А 1) Запишем an в следующем виде:

и воспользуемся асимптотической формулой

A + fT1 = l-t

Тогда получим
1 С

Н hcun, где |an| ^ —г-, С > 0.
3/2n

—г-,
п3/2

оо оо

Так как ряд ^ an абсолютно сходится, то ряд ^ an сходится или

71=1 71=1
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расходится одновременно с рядом V^ Ьп, где Ьп = -—-^—| .Из схо-

оо 1 л/п П

^ /_1\П 71=1

димости ряда 2_^ J- (пример 2) и расходимости гармонического

ОО
^ -,

V П ОО ОО

ряда 2^ —

следует расходимость ряда 2^^п' Поэтому ряд У^ ап

71=1 по П=1 П=1

() v ()
расходится, хотя ап ~ -—т=^

и РЯД / -—т=~ сходится.

л/п ^ л/Л

2) Используя асимптотическую формулу

ln(l + ?) = t + O(t2) при t->0,

получаем

a=+^ ^ КЫ С>°

^ ^ _1
Так как ряд V^ Ьп сходится абсолютно, а ряд )

у L_ сходится

п=1 п=1
оо оо

условно (ряд у, т~ расходится), то ряд у, ап сходится условно.
^ Zn I '

1 1

3) Ряд > сходится (пример 3). Докажем, что этот ряд не
^—' п
71=1

является абсолютно сходящимся, т. е. докажем расходимость ряда
00

i i

ECOSn
тт | |

о
л. 2

1 L. Используя неравенство | cosn| ^ cosz n и формулу cosz n =

71=1

= A + cos2n)/2, получаем

cosnl
^

l + cos2n /ЛЧ

ОО

cos 2n v—v cos 2n
расходится так как ряд >

о V^ 1 + cos 2n
Заметим, что ряд у^ расходится, так как ряд

п=1 п=1
оо

сходится, а ряд V^ — расходится. По признаку сравнения (§ 14)
71=1 ОО

/Лч V^ cosn rp, ^

из (9) следует, что ряд > J
расходится. 1аким образом, ряд

^—/ п
оо п=1

\-^ cosn

> сходится условно. А
*-^ п

71=1

ЗАДАЧИ

Доказать, что ряды абсолютно сходятся A, 2).

Л ,ч ^ sinBn + 7r/4) Л ^ arctg(-n)n
6
+ Зп
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}
cosGto/4)

71=1
2»

arcsin — ; 6) > cos n • arctg ——- ;
4n

J
*-^ n3 + 2
ra=l

; 8)
n=l n=l

n=l n=l

2-
n=l

n=l

(X)

n=l

(X)

-sm

3n + n3
'

sinn

(-l)nsin3n
nln(n + 1) • In2(n + 2)

'

n=l

—— - cos - 1 cosTrn;

V(-l)n(arctg -L -arcsin -^).
n=l

Исследовать на сходимость ряды C, 4).

71=1 П=1

4)

оо

.. ; 5) > cos ( - + тгп ) sin -

;
\/n +1 ^ V 4 / n

oo

п=1

8)
чп П + 2 7Г

) ^r—г arct? -r= •

71=1

4
sinn

71=1

4)
71=1 71=1

6)

2

_1)П cosjn .

У1-А^ & оо

Нcos3n; 7)

71=1
V

чП sin2(n/2)
j '

^tt
;

n

cos(n + тг/4)
Ь2(п + 1)

'

П

У-

in(n + 2)
sin2n;

п=1

8)
71=1

7/п+
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Исследовать на сходимость и абсолютную сходимость ряды E-7).

n-i л/п
9

п2

2
n=l

со

п=1

(n + 1) sin2n <

(-i)n
nln(n+ l)lnln(n + 2)

'

п=1

J_.

6.1)
П=1

n=l n=l

со

4'

cos w • cos(l/w)

^_ л
ч V-^v In П 7ГП оч V-^v

n=l n=l

n=l
v

00
'_-n[>/^]

n

n2 + 2n + 3 — л/п2 — 2n + 3
' 4)

n=l

CO

n=l

y.sin4n-3/8,

Исследовать на сходимость ряды (8, 9).

sin п cos 2п Sm П

n=l

CO

n=l

CO

4
Tl—-L

4
Tl—-L

9) ^(-l)»narctg^; 10)

CO

/ / j \ ) V V /5 /

со
2

00

9. 1) V -^= cos
^^ + ^

; 2) V si
' / j 4/17 ,„

' / / j

nl + 1

2n3 - n2

n=l



322 Гл.4- Числовые ряды

q. 4^ Sin(n+l/n) A, ^ (-1)^ .4 V- . 2

3) > . ,v
t 4f-; 4) > -—-

; 5) > sinn;
*-^ lnln(n + l) *-^ n *-^

n=l n=l n=l

oo
9

oo oo

sinn-sinn ^ \-^ cosn n4 v^ cosn^ч V^ smn-smn _4 v^
7 Z^ n

' > Z^n
' ' ^ In2(n+ 1)

' ^^ n + lnn'
n=l n=l

ч 7
n—\

oo oo

v-^ sinn
,

1 1Лч
v—v

,
Inn

> : —rte—=; 10) > cosnarctg
, ;

(X) OO

11) > (e^t-i) ;—
¦

12)7 Z^ v / ln(n+ 1)
y

10. Пусть /(х) = Pm(x)/Qp(x), где

—

многочлены, причем Qp(x) ф 0 при ж ^ 1. Исследовать на сходи-

оо

мость и абсолютную сходимость ряд /J(—l)n/(n).
n=l

oo

11. Исследовать на сходимость ряд У^ —^
-, где

^^ nlnfn + 1)
п=3 v J

1, если п = 5& + 1 и п = Ък + 2, , ..

— 1, если п = 5&, п = 5/с — 1, п = 5& — 2,

Найти все значения а, при которых ряд:

а) абсолютно сходится; б) условно сходится A2-14).

n=l n=l n=l
00

(&п^>
6)
tiW^TfTi^

; 3)

Z^1^ ^ V 2-4-6...Bn) /
'

n=l

5)
n=l
OO

\-^ sinnx n ^

/ i ar TT> 0 < X < 7Г.
Z^ nlna(n+ 1)
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14.Ц; )(Г^;
п=1 п=1

V

15. Найти все значения а и /3, при которых ряд:

а) абсолютно сходится; б) условно сходится:
ОО

-П (l + )B + )( + )

11211

16. Доказать, что ряды > —v v у
и > —v v

, где х ф О,
71=1 П=1

сходятся при а > 1/2 и расходятся при а < 1/2.
17. Показать, что ряд

полученный из сходящегося ряда ^ -—^=— перестановкой его чле-

членов, расходится.
п=1

оо

18. Из гармонического ряда 2^ ~ выброшены все члены, номе-

п=1

ра которых содержат цифру 9. Доказать, что полученный ряд будет
сходящимся, а его сумма меньше 20.

19. Пользуясь одним из равенств

= + + +
2п-1 2п п+1 п + 2 2п'

2 3 n

где гп —> 0 при п —> оо (см. задачу 16), доказать, что

ОО
\71 —1

V^ -— = In 2.
*-^ п

71=1

20. Пользуясь тем, что сумма ряда У^ -— равна In 2, найти
^—' п
71=1

суммы следующих рядов, полученных из данного перестановкой его

членов:
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' +
3 2

+
5
+

7 4
+

9
+

11 6
+-'

2I-1-1 + 1-1-1 + 1- -

'
2 4 3 6 8 5

3I-1-1-1-1 + I_1_J__1_J_ + I_...;
2 4 6 8 3 10 12 14 16 5

oo

21. Доказать, что если члены ряда У~^ -—— переставить так,
*-^ п

71=1

что каждую группу р последовательных его положительных чле-

членов сменяет группа т последовательных отрицательных членов,
то сумма полученного ряда будет равна

ln.
2 т

22. Пусть ряд У^ ип получен из ряда У^ -—— перестановкой
*-^ *-^ п

п=1 п=1

его членов так, что члены одного знака расположены в новом ряду в

порядке убывания их модулей, а отношение числа положительных сла-
п

гаемых суммы ^ Uk к числу отрицательных слагаемых этой суммы

к=1

имеет при п —> оо предел, равный Л. Доказать, что

2^ ип = In V4A.

71=1
ОО

23. Доказать, что гармонический ряд ^ - останется расходя-

71=1

щимся, если, не переставляя его членов, изменить знаки этих членов

так, чтобы за каждой группой из р положительных членов следовала

группа т отрицательных членов, где рфт. Показать, что при р
= т

полученный ряд будет сходящимся.

24. Пусть а > 0 и S — сумма ряда V^ -—-—. Доказать,

что 1/2 < S < 1. п=1

25. Пусть ап > 0 (n G А/) и lim an = 0. Следует ли отсюда, что

оо п—>-оо

знакочередующийся ряд ^^(—l)n-1an сходитсяГ
71=1

26. Пусть ряд V^ ап сходится и lira — = 1. Следует ли отсюда,

оо n—i
п оо п

что ряд V^ Ьп также сходитсяГ
71=1

оо оо

27. Пусть ряды 2^ ап и 2^ ^п СХ°ДЯТСЯ и ПРИ всех п ^ по выпол-

п=1 п=1
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няются неравенства

ап ^ сп ^ Ьп.
ОО

Доказать, что ряд У^ сп сходится.

71=1
ОО

28. Доказать, что ряд V^(—l)n-1an, где ап > 0 (n E А/), сходится,

71=1
если существует число a > 0 такое, что

= 1 H ho -

,
n ->• oo.

29. Показать, что сумма не абсолютно сходящегося ряда не изме-

изменится, если члены этого ряда переставить так, что ни один из них

не удаляется от своего прежнего положения более, чем на т мест,

где т
—

заданное число.

30. Показать, что члены не абсолютно сходящегося ряда можно без

перестановки сгруппировать так, что полученный ряд будет абсолют-
абсолютно СХОДЯЩИМСЯ. оо

31. Доказать, что ряд 2_^ап^п сходится, если выполняются сле-

следующие условия:
п=1

оо

1) ряд 2_, Ьп сходится;

71=1
ОО

2) ряд 2^(ап — ап+\) абсолютно сходится.

71=1
оо

32. Доказать, что ряд ^ апЪп сходится, если выполняются сле-

следующие условия:
п=1

оо

1) частичные суммы ряда ^ Ъп ограничены, т. е. существует чис-

71=1
ло М > 0 такое, что для всех п G А/ выполняется неравенст-

во ±1
к=1

оо

2) ряд У(ап — an+i) абсолютно сходится; 3) lim an = 0.
*-^ п-^оо

71=1

33. Пусть заданы числовая последовательность {ап} и строго воз-

возрастающая последовательность натуральных чисел {рк} такая, что

Рк -Pk-i < с,

с — заданное число, к е N. Обозначим

р\ pi Рк
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Доказать, что если lim ап = 0 и ряд у" Ak сходится, то

ап также сходится.У ^

п=1
ОО

34. Пусть ряд 2_. ап сходится условно. Обозначим

71=1 „.

ап =

к=1 к=1

Доказать, что:' (X) (X)

1) lim ап = lim /Зп = 0; 2) ряды V^ an и V^ /3n расходятся;

П=1 71=1

3) Нт — = 1.

(X)

35. Пусть ряд \^ ап сходится условно. Доказать, что можно так

П=1
^-^

переставить члены этого ряда, что для полученного ряда у, ^п будет

выполняться условие
п п=1

lim У^ ак = +оо.
п—>-оо *-^

к=1

36. Пусть Sn = V^ , Ап и 5П — суммы соответственно всех

к=1
положительных и отрицательных слагаемых, содержащихся в Sn. До-
Доказать, что &

lim —- = —1.
п—>-оо An

ОТВЕТЫ

3. 1) Сходится; 2) сходится; 3)сходится; 4)сходится; 5)сходится;
6) сходится; 7) расходится; 8) сходится.

4. 1) Сходится; 2) сходится; 3) сходится; 4) сходится; 5) сходится;

6) расходится; 7) сходится; 8) сходится.

5. 1) Сходится условно; 2) сходится абсолютно;
3) сходится условно; 4) сходится условно; 5) сходится условно;

6) сходится условно.

6. 1) Сходится условно; 2) сходится условно; 3) расходится;

4) сходится условно; 5) расходится; 6) сходится условно.

7. 1) Сходится условно; 2) сходится условно; 3) сходится условно;

4) расходится; 5) сходится условно; 6) сходится условно.

8. 1) Сходится; 2) сходится; 3) расходится; 4) сходится;

5) расходится; 6)сходится; 7)сходится; 8) сходится; 9) сходится;

10) сходится; 11) сходится; 12) сходится.
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9. 1) Сходится; 2) сходится; 3) сходится; 4) расходится;

5) расходится; 6) сходится; 7) сходится; 8) сходится;

9) сходится; 10) сходится; 11) сходится; 12) сходится.

10. Абсолютно сходится при р > т + 1, условно сходится при р =

¦ т + 1.

11. Расходится.

12. 1) а) а > 1, б) 0 < а ^ 1; 2) а) нет, б) а ф к, к е /V;

3) а) а > 1, б) 0 < а ^ 1; 4) а) а > 1, б) 1/2 < а ^ 1;

5) а) а > 1, б) 0 < а ^ 1; 6) а) а > 2, б) 1 < а ^ 2.

13. 1) а) а > 1, б) 1/2 < а ^ 1; 2) а) а > 1, б) 0 < а ^ 1;

3) а) а > 1, б) 0 < а ^ 1; 4) а) а > 2, б) 0 < а ^ 2;

5) а) а ^ 0, б) -1 < а < 0; 6) а) а > 1, б) а любое.

14. 1) а) а ф тг/2 + тгш, m G Z, б) а = тг/2 + тгш, т е Z;
2) а) тг/4 + тгш < а < Зтг/4 + тгш, ш G Z; б) тгт + тг/2 =Ь тг/4, те Z;
3) а) а > 1, б) а = 1; 4) а) а > 1, б) а = 1.

15. 1) а) /3 > а + 1, б) а < /? ^ а + 1;

2) а) а > 1, /?> 1, б) 0<а = /?^ 1;
3) а) а > 1, /? >0, б) 0< а = /? ^ 1.

20. 1) C/2) In 2; 2) A/2) In 2; 3) 0.

2 + (—l)n
25. Нет. Пример: ап = ——.

п

26. Нет. Пример: ап = (-lO1

§ 16. Разные задачи на сходимость рядов

СПРАВОЧНЫЕ СВЕДЕНИЯ

1. Сумма и произведение рядов. Суммой двух рядов,
оо

A)

и

называют ряд

а их разностью
—

Если ряды A)

ряд

и B)

71=1

ОО

71=1

ОО

71=1

ОО

71=1

СХОДЯТСЯ,

-г,

+ ь„),

-Ы-

а их суммы соответственно рав-
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ны 5 и сг, то

ОО ОО

J2(an + bn)=S + a, J^(an -bn) = S -a.

n=l n=l

Произведением рядов A) и B) называют ряд

+ a2frn-i + ... + anbi). C)

ОО

n=l

В частности, если an
= Ъп (п е А/), то ряд C) называют квадратом

ряда A).
Если ряды A) и B) сходятся, причем хотя бы один из них сходится

абсолютно, то их произведение
— сходящийся ряд, а сумма этого ряда

равна Sa, где S и а — суммы рядов A) и B).
2. Оценка n-го остатка ряда.
1. Если функция / неотрицательна и убывает на промежутке

ОО

[а; +оо), где а ^ 1, то при п ^ по ^ а для n-го остатка гп ряда \. f(n)
справедливы следующие оценки: п=1

+ОО +ОО +ОО

Гп ^ J f(x)dx, J f(x)dx <С rn ^ f(n + 1) + J f(x)dx. D)
п п+1 п+1

ОО

Если, кроме того, известно, что ряд V^ /(n) сходится, а его

сумма равна 5, то n=1

гп
= о —

оп,

где Sn — n-R частичная сумма ряда, и с помощью неравенств D)
можно оценить ошибку, получаемую при замене суммы ряда его п-й

частичной суммой.
2. Если ап ^ an+i или ап ^ an+i для всех п^по и lim an = 0, то

оо п—>-оо

ряд /^(—1)п~1ап сходится (признак Лейбница), а для его n-го остатка

71=1

rn=

при п ^ по справедлива оценка

ЗАДАЧИ
(X) (X)

1. Сложить ряды 2_, ап и У^ Ьп и вычислить сумму получивше-

получившегося ряда, если:
n=1 n=1

1
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o\ _ cosGrn/3) ,

_ sin2Grn/6)

A\ -

1
h _

1

оо оо

2. Найти разность расходящихся рядов 2_^ап и Х^ ^п и вычис"

лить сумму получившегося ряда, если он сходится:

1) ап =
-

, Ьп = —— ; 2) ап = , &п

oo

3. Пусть ^ cn
—

ряд, полученный при перемножении рядов

оо оо п=1

У^ ап и У^^п- Найти сп, если:

га=1 п=1

: 1, |Ь| < 1;

)
О?г —1 О?г —1 / -1 \П —1

^1)!
; j а" =

(^Т)!
' "

=

(n1)!
;

b -

Bп-2)!"
ОО

4. Пусть ряд ^ сп есть разность рядов ^ ап и ^ Ьп. Выяснить,

ОО ОО

можно ли утверждать, что этот ряд расходится, если:
оо оо

1) ряд V^ ап расходится, а ряд V^ Ьп сходится;

п=1 п=1

2) оба эти ряда расходятся.

5. Показать, что квадрат сходящегося ряда V^ -—-fL- есть ряд

расходящийся. п=1

6. Пусть а > 0, /3 > 0. Показать, что произведение двух сходящих-

сходящихся рядов

ftDl и у (zlT

есть ряд сходящийся, если а + /3 > 1, и расходящийся, если а + /3 < 1.

7. Показать, что:

n=0 7 vn=0
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8. Показать, что ряд, полученный при перемножении двух расхо-
расходящихся рядов

71=1 71=1

абсолютно сходится.

9. Пусть ряд ^ап, где ап > 0 (п Е /V), сходится, а ряд

п=1

где Ьп > 0 (n Е А/), расходится. Показать, что произведение этих рядов

есть ряд расходящийся.

10. Доказать, что если ряды

и У^ ( y^
га=1 п=1 п=1 к=1

сходятся и их суммы равны соответственно А, В и С, то справедливо

равенство С = АВ.

11. Используя оценку E), найти наименьший номер по такой, что-
оо

)n-1бы для ряда V^(—l)n-1an, где ап > 0, при всех п ^ по выполнялось

71=1

неравенство гп < 10~3, если:

1) ап = 1/п; 2) an = 1/п2; 3) ап = 1/п3; 4) an = 1/п!.

12. Сколько членов ряда 2_^ап нужно взять, чтобы ошибка при

71=1
замене суммы S этого ряда его n-й частичной суммой Sn не превы-

превышала а, т. е. чтобы \S - Sn\ = \rn\ ^ a, если:

1) ап = 1/n2, a = 1(Г5; 2) ап = 1/п!, а = 1(Г3;

3) ап = (-1)п+1/(п2п), а = 10-3; 4) ап = 1/Bп - 1)!, а = Ю .
оо

13. Оценить порядок убывания при п —у оо остатка тп ряда ^^ an,

71=1

получив асимптотическую формулу вида тп ~ Мпр при п —у оо,

где М > 0 и М не зависит от п, если:

l)an = l/n3; 2)an-l/n5; 3) ап = l/na, a > 1.

14. Привести пример такого сходящегося ряда \,ап, что РЯД

Е<
71=1

^
ап lnln(n + 2)

расходится.

15. Исследовать на сходимость ряд V^an, если:

71=1

1) а\ = 1, an+i = C/4+ (—l)n/2)an, п ^ 1;
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2) а\ = 1, an+i = cosan, п ^ 1;
3) а\ — sin a, an+i = (—l)nsinan, n ^ 1.

(X)

16. Доказать, что гипергеометрический ряд V^an, где а\ = 1,
тг=1

_
а(а + 1)(а + 2)...(а + п - 1)/3(/3 + 1)(/3 + 2)...(/3 + п - 1)

a > 0, /3 > 0, 7 > 0? п ^ 2, сходится, если 7 > а + Р-
оо

17. Найти все значения а, при которых сходится ряд ^ а", если:

1) а\ — sin ж, an+i = sinan, п ^ 1, sin ж т^ 0;
2) ai = arctgж, an+i = arctgan, n ^ 1, х/0.

оо оо

18. Доказать, что если ряд V^ ane~nx° сходится, то ряд V^ ane~nx

сходится абсолютно при любом ж > ж0.
оо

19. Доказать, что если ряд 2_^апП~а, гДе a > 0, сходится, то

п=1

lim n~a у^ dk = 0.

*=1

20. Пусть ряд ^ an с положительными членами сходится. Сле-

71=1

дует ли отсюда, что ап = оA/п) при п —> оо Г
оо

21. Доказать, что если ряд 2_^ап с неотрицательными членами

°°

/аГ
п=1

сходится, то ряд > -— также сходится.
*-^ п
71=1 оо

22. Известно, что ряд ^an, где ап ^ 0 (n G А/), расходится.

71=1 °°

Следует ли отсюда, что сходится ряд У^^п, если:

71=1

1) &п = . 2П 5 2) 6П = . an2 ; 3) Ъп = -^ г
1 + nan 1 + nzan \ + ап

23. Доказать, что если ряд у. ап с положительными членами рас-

расходится, то: п=1

оо

1) ряд V^ —-— расходится;

71=1
пП

оо п

2) ряд ^ ^-, где 5П = ^a/е, сходится при a > 1 и расходится

71=1
П

к= 1

при а ^ 1.
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оо

24. Доказать, что если ряд V^ an с положительными членами

сходится, то: п=1

оо оо

1) ряд У^ —, где гп
= У^ ак, расходится;

га=1 к=п+1
оо

2) ряд V^ —= сходится.

п=1 v

25. Доказать, что если ап монотонно стремится к нулю и, кроме
п оо

того, lim 2_^a>k
= +оо, то ряд У^п(ап — an+i) расходится, причем

П^°°к=1
п

п=1

У^ к(а± — ak-\-i) —У +00 при п —У оо.

к=1

26. Обозначим Аап = ап
—

ап+1, А2ап = Аап — Aan+i-
Доказать, что если последовательность {ап} удовлетворяет при

всех п G А/ условию А2ап ^ 0 (такую последовательность называ-
оо

ют выпуклой) и ограничена, то ряд J^(n + l)A2an сходится.

п=1

27. Доказать, что если ап ф 0 (n G А/), ап монотонно стремится к
оо

нулю и N. ак = 0(ап), то

к=1
п

' ""

28. Доказать, что если существуют пределы

lim —^— = Л и lim
2n+1

= /i,
n—>-oo a<in— \ n—>-oo &2n

oo

причем |A/i| < 1, то ряд V^ an абсолютно сходится.

n=l
oo

29. Привести пример такого сходящегося ряда V^an, что ряд

2_j an расходится.

п=1

30. Пусть {ап}
—

последовательность положительных чисел, ап
оо

монотонно стремится к нулю, а ряд V^ an расходится. Доказать,

^Л П=1

что ряд У_^аПк, где {п/.} — строго возрастающая последователь-

к=1
ность натуральных чисел, удовлетворяющая при всех к G А/ условию

П/.+1
—

п/. < с (с не зависит от к), также расходится.
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оо

31. Доказать, что если ряд V^ an с положительными членами схо-

71=1

дится, то существует последовательность {6П}, монотонно стремя-
оо

щаяся к +оо и такая, что ряд V^ anbn также сходится.

71=1

32. Пусть f(x) — положительная, строго возрастающая при х > О

функция, д(х) — функция, обратная к /. Доказать, что если ряды

оо оо

71=1 71=1

ОО

где ап > 0, Ъп > 0 (п G А/), сходятся, то ряд ^ апЪп также сходится,

причем

п~1

оо оо оо

Ьпд(Ьп)-
п=1 п=1 п=1

оо

33. Пусть члены ряда ^ ап положительны, и пусть {Лп} — по-

71=1 °°

следовательность положительных чисел такая, что ряд V^ А рас-
расходится. Обозначим п=1

JDn — Лп
—

ЛП-\-\.

(X)

Доказать, что ряд

71=1

1) сходится, если существует номер по и число а > 0 такие, что

для всех п ^ по выполняется неравенство ??п ^ сг;

2) расходится, если для всех п ^ по выполняется неравенство

5П ^ 0 (признак Куммера).
(X)

34. Доказать, что если для ряда ^ an с положительными членами

существует
п~

lim (nf^IL. -A -A lnn = Л,
п—>-оо V V an+i / /

то при А > 1 этот ряд сходится, а при А < 1 расходится (признак
Бертрана).

35. Пусть {an}
— монотонно возрастающая последовательность

оо

положительных чисел. Доказать, что ряд У^ A — ) сходится, ес-
^—f V an+i /
71=1

ли последовательность {ап} ограничена, и расходится, если эта после-

последовательность не ограничена.
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36. Пусть заданы последовательность {ап} положительных чисел

ОО

и число р Е А/ (р > 1) такие, что ряд V^ oPn сходится. Обозначим

п=1

П

ОО

Доказать, что ряд V^ hvn сходится и справедливо неравенство

п=1

п=1 п=1

ОО

37. Пусть ряд V^ an с положительными членами сходится. Обо-

Обозначим п=1

сп = y/a\a2...an.
ОО

Доказать, что ряд /_^Сп СХ°ДИТСЯ и справедливо неравенство

п=1
ОО ОО

38. Пусть заданы две последовательности {ап} и {Ьп} положи-

положительных чисел, а также числа р и q такие, что р > 1, 1/р+ 1/д = 1-
ОО ОО

Доказать, что если ряды ^ аРп и ^ Ь^ сходятся, то:

оо
n=1 n=1

1) сходится ряд V^an6n, причем

1/р

71=1 ЧП=1 7 ЧП=1

ОО

2) сходится ряд ^(ап + Ъп)р, причем

71=1

71=1 ^ ^71=1 ^ ^71=1

39. Пусть 5П и сгп
— n-е частичные суммы соответственно ря-

ОО ОО ОО

дов V^ ап и У^^п, причем Ьп > 0 (n G А/), ряд V^ 6n расходится и

существует
lim -— = А.
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Доказать, что

lim — = Л.
га-юо ап

оо

40. Пусть Sn — n-я частичная сумма расходящегося ряда У^ ап

с положительными членами, и пусть lim —^ = 0.
п=1

Доказать, что

lim ^— = 1.
п—>-оо Ш Dn

(X)

41. Доказать, что если ряд ^ пап сходится, то при любом га G А/

сходится ряд
n=1

(X)

^(n + l)am+n = crm,

n=0

причем
lim crm = 0.

m—yoo

42. Пусть {ап}
— монотонно возрастающая последовательность

положительных чисел такая, что lim an = оо. Обозначим через Л

число, обладающее тем свойством, что ряд ^ а~а при всех а > Л

71=1

сходится, а при всех а < Л расходится (такое число называют гсшш-

зателем сходимости последовательности {ап}).
Доказать, что

Л = lim .

п—>-оо 1пОп
(X)

43. Доказать, что если ряд ^ ап абсолютно сходится и каждая

71=1

его часть вида аш + a2m + a3m + ... (га G А/) имеет сумму 0, то ап
= 0

для всех п е N.
оо

44. Пусть ряд ^~^ ап сходится условно, и пусть —оо ^ а ^ /3 ^ +оо.
71=1

Доказать, что перестановкой членов этого ряда можно образовать
оо

РЯД 2^ а'п так°Й5 что

Ш S'n=P,

к=1
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оо

45. Ряд 2_,ап называют безусловно сходящимся, если он сходится

71=1

к одной и той же сумме при любой перестановке его членов. Доказать,
оо

что ряд ^ ап сходится безусловно тогда и только тогда, когда он

71=1

сходится абсолютно.

46. Доказать, что если ряды, получаемые при всевозможных пере-

перестановках членов данного ряда, сходятся, то они имеют одну и ту же

сумму.

47. Пусть задана числовая последовательность а®, а\ ..., ап ...;

обозначим п

So + Si + ... + Sn
kj &n — —-, •

П+ 1
k=0

Если существует конечный lim on — а, то говорят, что ряд
оо п—>-оо

'

ап суммируется методом средних арифметических, а число а на-

зывают обобщенной (в смысле Чезаро) суммой этого ряда.

Доказать, что метод средних арифметических (Чезаро) является:

оо оо

1) линейным, т. е. если ряды V^ an и V^ Ьп имеют обобщенные
п=0 п=0

оо

суммы А и В соответственно, то ряд ^^(аап + (ЗЬп), где a G R,

/3 G R, имеет обобщенную сумму аА + /ЗВ;
оо

2) регулярным, т. е. если ряд ^ ап сходится в обычном смысле к

сумме А, то он имеет обобщенную сумму, также равную А.

48. Показать, что ряд суммируется методом Чезаро (см. зада-

задачу 47), найдя ап и а:

2
п=0 п=1
оо

3) ^ sin п(9, 0 < |0| < тг.

п=1

ОТВЕТЫ

1. 1) 5/4; 2) 3/4; 3) 1; 4) 3/2. 2. 1) 1; 2) 5/2.

Ъ = CL',
П

п +

_
(_1)^2^22п~2
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4. 1) Да; 2) нет.

11. 1) п0 = 1000; 2) п0 = 31; 3) п0 = 10; 4) п0 = 6.

12. 1) п > 106; 2) п ^ 6; 3) п ^ 7; 4) п ^ 5.
13. 1) тп ~ 1/Bп2); 2) гп ~ 1/Dп4); 3) тп ~ 1/(а - l)^ .
14' йп ~

nln(n+l)ln2(n + 2)
'

15. 1) Сходится; 2) расходится; 3) сходится.

17. 1) а > 2; 2) а > 2.

Г 1/гг2, если п Ф т2, ш G А/,

[1/п5
22. 1) Нет, ап = 1/п; 2) да; 3) нет, ап = п.

ол тт тт

20. Нет. Пример: ап = < ',
^

2 ^ л/^ ^

[1/п если п = m •> гп е N.

23 1 _ L + J 1 1 — + — -

2^2 ^2 3^3 3^3 3^3 ^3

о/

48.1) a2ft_!- -, a2fc- ^-^,
а- -;

, 1 / вш((»
2) °п ~

2(^ТТ) I sin@/2) J '



ГЛАВА 5

ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ И РЯДЫ

§ 17. Сходимость и равномерная сходимость

функциональных последовательностей

СПРАВОЧНЫЕ СВЕДЕНИЯ

1. Сходимость последовательности функций. Пусть функ-
функции fn(x), п Е А/, определены на множестве Е, /п(ж) G С, х Е Е

и пусть жо G i?. Если числовая последовательность {/п(^о)} сходит-

сходится, то говорят, что последовательность функций {fn(x)} сходится в

точке хо.

Последовательность {/п(ж)}, сходящуюся в каждой точке х Е Е,
называют сходящейся на множестве Е. В этом случае на множест-

множестве Е определена функция /, значение которой в точке хо Е Е равно

пределу последовательности {/n(^o)}« Эту функцию называют пре-

предельной функцией последовательности {fn(x)} и пишут

lim fn(x) = f(x), xeE, A)
п>ооп—>-оо

ИЛИ

или, короче,

fn-Jf.
По определению предела запись A) означает, что

\/г>0 3N = N?(x) Vn^N: \fn(x)-f(x)\<e.

2. Равномерная сходимость функциональной последова-

последовательности. Последовательность функций {fn(x)} называют равно-

равномерно сходящейся к функции f(x) на множестве Е, если для любого

г > 0 существует номер N? такой, что для всех п ^ N? и для всех

х е Е выполняется неравенство

\fn(x)-f(x)\<e.
В этом определении существенно, что номер N? не зависит от х.

С помощью символов V, 3 определение равномерно сходящейся

к f(x) последовательности {fn(x)} можно записать так:

\/г>0 3N = N? \fn^N \fx e E: \fn(x) - f(x)\ < г. B)
Последовательность {fn(x)} называют равномерно сходящейся на
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множестве Е, если существует функция /(ж), к которой эта после-

последовательность сходится равномерно на множестве Е.

Для обозначения равномерной сходимости последовательности

{fn(x)} K f(x) на множестве Е используют символическую запись

/п(х) =4 /(ж), х е Е,
или

3. Достаточное условие равномерной сходимости последо-

последовательности. Если существуют числовая последовательность {ап} и

номер по такие, что для всех п ^ по и для всех х ? Е выполняется

неравенство

1/пО) -/О)| ^ ап,

причем lim ап = 0, то
п—>-оо

/п(х) =4 /(х), х G Я.

4. Неравномерная сходимость последовательности функ-

функций. Если условие B) не выполняется, т. е.

Зг0 > 0 \fkeN Зп^к Зх е Е: \fn(x) - f(x)\ ^ г0,

то последовательность {/п(^)} не сходится равномерно к f(x) на мно-

множестве Е. В этом случае пишут

fn(x) # /(х), х е Е, или /n jx /.

Если /п —У /, но /n -fi> /, то говорят, что последовательность
е Е

{fn(x)} сходится к f(x) на множестве Е неравномерно.
В частности, если /п —> f и

Е

Зг0 Зп0 е N Vn ^ п0 3xn G Я: |/п(жп) - /(хп)| ^ е0, C)
то последовательность {fn(x)} сходится к f(x) на множестве Е не-

неравномерно.

5. Критерии равномерной сходимости последовательности

функций.
1. Для того чтобы последовательность функций {/п(х)}, опреде-

определенных на множестве Е, равномерно сходилась на этом множестве к

функции /(х), необходимо и достаточно, чтобы

lim sup|/n(x)-/(x)|=O. D)
п^оо

2. Для того чтобы последовательность функций {/п(х)}, опреде-
определенных на множестве Е, равномерно сходилась на этом множестве,

необходимо и достаточно, чтобы она удовлетворяла условию Коши:

для любого г > 0 существует такой номер N?, что для всех п ^ N?,
для всех р е N и для всех точек х G Е выполняется неравенство

\fn+P(x) - fn(x)\ <s.
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Если условие Коши не выполняется, т. е.

Зг0 VfeG/V Зп^к 3peN Зх е Е: \fn+P(x) - fn(x)\ ^ е0, E)
то последовательность {fn{x)} не является равномерно сходящейся на

множестве Е. В частности, если

Зг0 Зп0 е N Vn ^ п0 Зр е N Зхп е Е : \fn+p(xn) - fn(xn)\ ^ ?о,
то последовательность не является равномерно сходящейся на мно-

множестве Е.

ПРИМЕРЫ С РЕШЕНИЯМИ

Пример 1. Найти предельную функцию /(ж) последовательнос-

последовательности {fn(x)} на множестве Е, если:

l)fn(x)=xn, Е = [0;1]; 2) fn(x) =
^ ™^ ,

Е = R;

3) /„(»)= -5^-5, E=R; 4) fn(x) = nsin — ,
? = (I

П2 + X2 ПХ

А 1) Если ж Е [0; 1), то lim хп = 0, а если ж = 1, то lim жп = 1.
п—>-оо п—>-оо

Следовательно,

f / \ _ / 0? если 0 ^ ж < 1,
^ \ 1, если ж = 1.

2) Если х/0, то

Т1 X Т1Х

а если ж = 0, то /п(ж) = 0 для Vn G А/. Следовательно, /(ж) =0, х е R.
2

3) Так как /п(ж) = 1 ^—-, то lim /п(ж) = 1, т. е. /(ж) = 1,
71 -\- X п—>-оо

же/?.

4) Пользуясь тем, что smt ~ t при t ->• 0, получаем

nsin — ~ п — (п —у оо, ж Ф 0).
пх пх

Следовательно,

/(ж) = 1/ж, ж G @;+оо).

5) Так как

и ln(l + t) ~ t при t —>- 0, то

/п(ж)~1п3+ 3(пГ+е2Ж) -Ь3+ ^ при п^оо,

откуда находим

/(ж)=1пЗ, же[0;+оо). А
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Пример 2. Доказать, что последовательность {fn(x)} сходится

равномерно на множестве Е, если:

, Е = [-1; 1]; 2) Ux) = ,Е=[0; +оо);

3) fn(x) = у/х + 1/п -у/х, Е = [0; +оо);
4) /п(ж)=п8тA/(пж)), Я = [1;+оо).
А 1) В этом случае /(ж) = 1 (пример 1, 3)), и поэтому

|/n(ar)-/(a;)| =

так как |ж ^ 1. Следовательно,

х2
П2

2) Заметив, что для всех ж Е Е и для всех n E Л/ выполняются

неравенства

О ^ arctg пж < тг/2, у/п + ж ^ v^

получаем

Следовательно,

< arctg пх тг

/п + х

arctg пж
,
л ^ Гг. ,

ч

.

&
i4 0, ж е [0; +оо).

+

3) Так как при х ^ 0 и n G А/ справедливо неравенство

ж

то

откуда получаем

> же[0;+оо).

4) В этом случае предельная функция /(ж) = 1/ж (пример 1, 4)).
Для оценки разности /п(ж) — /(ж) воспользуемся неравенством

которое следует из формулы Тейлора с остаточным членом в форме
Лагранжа для функции sint, т. е. из формулы

— (sint)"=?,sint =

Применяя это неравенство, получаем

|/п(х) - f(x)\ =n
. 1 1

sin
пх пх

R.

п 1 1

2 (пжJ
^

2п'

так как ж ^ 1. Следовательно,

nsin — =4 -, же [1;+оо). А
пх х



342 Гл. 5. Функциональные последовательности и ряды

Пример 3. Доказать неравномерную сходимость последователь-

последовательности {/п(ж)} на множестве Е, если:

l)fn(x)=xn, S = [0;l); 2) /*(*)= Т^да> E = [0;2];

A 1) В этом случае /п(ж) —> 0, ж Е Е (пример 1, 1)). Покажем, что

выполняется условие C). Возьмем жп = 1/ \/2; тогда ж Е [0; 1) при

и поэтому последовательность {хп} сходится к /(ж) = 0 на мно-

множестве [0; 1) неравномерно.

2) Полагая хп = 1/п и учитывая, что f(x) = 0 (пример 1, 2)), по-

лучаем
п- 1/п 1

|/п(хп)-/(хп)|=1 + п2>1/п2=-.
Условие C) выполняется при во

= 1/2, и поэтому последовательность

{fn(x)} сходится к /(ж) = 0 на множестве Е = [0; 2] неравномерно.

3) Так как предельная функция /(ж) = 1пЗ (пример 1, 5)), то, взяв

хп = 2Inn, получаем
/ ^2 2 Inn ч

fn(xn) - f(xn) =1п(з+ Jlen +n4) -1пЗ =

Таким образом, Vn G А/ условие C) выполняется при го
= 1пG/6), и

поэтому последовательность {fn(x)} сходится к /(ж) = 1пЗ на мно-

множестве [0; +оо) неравномерно. А

Заметим, что на множестве Е\ — [0;а] последовательность {fn(x)}
сходится равномерно. В самом деле, используя неравенство ln(l + t) ^
^ ?, t ^ 0, получаем

/ ^2^^ ч 2 ж 2 х а

0 < /п(ж) - f(x) = In (l + 2"^ ) ^ 2"^ < !1?^ ^
«

,
V 3(е2ж+п4)/ 3(е2ж + п4) Зп4 Зп2

откуда следует, что

/п(ж) =ПпЗ, ж G [0;а].

Пример 4. Исследовать на равномерную сходимость последова-

последовательность {/га(ж)} на указанных множествах:

1) /„(ж)=а;»-а;»+1, Я=[0;1);
2) fn(x) = x^ie~nx\ Ег = [0;+оо), Е2 = [<5;+оо), 5 > 0;

3) fn(x) =narcctg(n/x2), E = [1;+оо).
А 1) В этом случае предельная функция /(ж) = 0 (пример 1, 1)).

Покажем, что выполняется условие D). С этой целью найдем точ-

точки экстремума функции fn(x) на множестве Е. Уравнение fn{x) =
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= пхп~1 — (п + 1)хп = 0 имеет внутри отрезка [0; 1] единственный

корень х — хп — п/(п + 1), причем

Заметим, что если х е @;жп), то f'n(x) > 0, а если х е (жп;1), то

/^0) < 0. Поэтому sup/n(x) = fn(xn). Следовательно,
хеЕ

sup |/п(ж) - /0I = sup fn(x) < ——.
rc + i

Условие D) выполняется, и поэтому fn(x) =4 0, ж Е [0;1].
2) В этом случае предельная функция /О) = 0, так как

lim tae-^ = 0 Чае R, /3 > 0.

Кроме того, /п(ж) ^0 Vn G А/, Ух е Е±, и поэтому |/п(ж) — /(ж)| =

— fn(x). Вычислим sup fn(x). С этой целью найдем экстремумы
хеЕг

функции fn(x). Уравнение

fn{x) = V^e-nx2(l - 2пх2) = 0

имеет на множестве Е\ единственный корень х = хп
= —= , причем

f(x) е/

Так как f'n(x) > 0 при х е [0;хп) и f'n(x) < 0 при х > хп, то функ-
функция fn(x) возрастает на промежутке [0;хп) и убывает на промежутке

(жп;+оо). Следовательно,

sup \fn(x) - /0I = sup /nO) = /nOn) = -т=е~1/2.
хеЕг хеЕг V^

Условие D) не выполняется, и поэтому последовательность {/ПОI
сходится к /О) = 0 на множестве Е\ неравномерно.

Покажем, что на множестве Е<± последовательность {/ПОI схо~

дится к /(ж) = 0 равномерно. Выберем номер по таким, чтобы вы-

выполнялось неравенство хПо = 1/л/2по < S. Тогда для каждого п ^ по

функция fn(x) будет убывающей на множестве i^? и поэтому Vx G ?^2
и Vn ^ п0 будут выполняться неравенства

где fn(S) = л/п5е~п6 —>- 0 при п —>- оо. Следовательно, /п(ж) =4 0,
х е Е2.

3) Покажем, что выполняется условие E). Возьмем п = к, р =

= 2к = 2п, ж = л/fc = л/^5 тогда

|/п+РО) - /nO)l =n|2arcctg 2 - arcctg 1| ^ |2arcctg 2 - тг/4| = г0 > 0.

Поэтому последовательность {/п(^)} не является равномерно сходя-

сходящейся на множестве Е. Заметим, что fn(x) —у ж2, х G Е. к
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ЗАДАЧИ

Найти предельную функцию f(x) последовательности {fn(x)} на

множестве Е A, 2).
1. 1) fn(x) = хп - Зжп+2 + 2жп+3, Е = [0; 1];

2) fn(x) = х4 cos -±-
,
? = @; +оо);

4) /„(я) =

5) fn(x) = (s-l)arctgsw, ? = @;+оо);
6) fn(x)= ^/ГТ^, Я=[0;2].
2. 1) /п(х) = п3х2е-пж, Е = [0; +оо);
2) /п(ж) = n(^2 + 1/п - ж), Е = @; +оо);
3) /n(x)=n(xV--l), E = [l;3];
4) /п(ж) =narcctgnx2, Е = @;+оо);
5) /п(ж) = п(х^п - xxl2n), Е = @; +оо);
6) fn(x) = ^1 + х- + (х2/2)п, Е= [0;+оо).
Доказать, что последовательность {/п(^)} равномерно сходится на

множестве Е C, 4).
3.1) fn(x)=e-nx', Я=[1;+оо);
2) /„(ж) = х2п, E = [0;S], 0 < 6 < 1;

3) /n(a;) = ^

K\ f (rp\ — p\vcf cr л frvv Wj — \C\' -\-cx~)} '

О
j J jiydj j

—

2 2 о V 1
—

L ' i^-1) 1

6) /„(ж) = in fi + c.os
nx

). ?; = [0;+oo).
V V n + ж /

4 n f (x) - ^- E - \

2) /„(ж) = V*
3) /п(ж)=е-(

5) /„(ж) = п3/4же-^, ?; = [0;+оо);
2 2 2

Исследовать на сходимость и равномерную сходимость последова-

последовательность {/п (#)} на множестве .Е E-7).

5.1) /„(*)= ^^, Е=[0;+оо);

2) /„(ж) = sm{ne-nx), E = [1;+оо);
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3) fn(x)= ^J, Е=[1;+оо);

4) Ш = f^-x ,E = [6; +оо), 5 > 0;

5) fn(x) = хе~пх In2 п, Е = [0; +оо);

6) fn(x)=n3/2(l-^), E=[0;+oo).

6. 1) fn{x) =

* +^ + xW
E=[1+oo)

1 + x2rr
x

n

2) fn(x) =n /sin Ц-dt, E = [0;a], 0 < a < 1;

4) /п(ж)=а;п-а;п+2, Е=[0;1];
5) /„(ж) = {/ж4 + \/па, а > О, Я = Я;

6) Ш = 8т1±5, Е=Я.

7. 1) fn{x) = sin -^, а > О, Б? = Я;

2) /„(ж) = хп + х2п - 2х3п, Е = [0; 1];
3) fn(x) = sin" х, ?=@;тг/2);

4) fn(x)= Jln(l+ J), E=@;10);

5) /„(ж) = пжA - x)n, ?;=[0;l];
6) /„(ж) = п(ж1/" - 1), ? = [1;а], К о < +оо.

Исследовать на сходимость и равномерную сходимость последова-

последовательность {/„(ж)} на множествах Si и ??2 (8-16).
8. 1) /„(ж) = -?-, ??! = [0;а], 0 < а < +оо, S2 = [0;+со);

2) /»(ж) =

i +

4) /„(ж) = arctg -, Е1 = (О;а], 0 < а < +оо, Е2 = @;+оо);

5) fn(x)=n(^= -arctg -?=), Е1 = [0;1], ^ = A
\
у Т1 у 77- /

6) Ux) = 2("+2жJ , ??! = [0;2), Е2 = B;+оо);
х2 + п2 — пх

' El = @; 1}' Е2 = A; +оо);

/„(ж) = агС^П\ ??! = @;1), Е2 = A;+оо);

9) /„(ж) = arctg Щ!?, Е! = @;1), Е2 = A;+оо);
X Т1
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10) fn(x) = zarcctg 4, Ej. = @;1), Е2 = A;+оо);

11) fn(x) =narctg i^, Ei = (e;5), ?2 = E;+oo).

9. 1) fn(x) = tyx2 +nx + l, Ei = @;l), E2 = (l;+oo);
2) fn(x) = e~x ~nx, Ei = @;l), E2 = (l;+oo);
3) fn(x) = e-(-»J, Ei = [-2;2], E2 = R;

4) fn(x) = - In -, Ei = @;2), E2 = @;+oo);
n n

5) fn(x) =

\fn — x\Jn + 1 —

6) fn(x) = —^
cos -

, Ex = @; 1), E2 = A; +oo);

7) /п(ж) = \fn{y/\ + nx - д/пж), Ei = @; 1), E2 = A; +oo);

10) fn(x) =

11) fn(x) = n(l - y/l + x/n), Ei = @; 1), ?2 = A; +oo).
10. 1) fn(x) = narctg -1, ^ = @;2), S2 = B;+oo);

2) /„(ж) = arctg(ж/n-n2), Si = @;l), E2 = (l;+oo);

3) /„(ж) = 1 ^1 + ?, Si = @;l), S2 = (

*, ^ = @;l), E2 = (l;+oo);
Inn ж

п2ж
:

4) fn(x) =

5) fn(x) =

6) fn(x) = nx2e-(n+^x\ Ei = [0; 1], E2 = [5; 1], 0 < S < 1;

7) fn(x) = sh(ne-nx), Ег = @;l), E2 = (l;+oo);
8) fn(x) = n2(ch (x/n) - 1), Ei = @; 1), E2 = A; +oo);

= nsh
x

n + x

), E2 =

=n2

12) /„(ж) =

11) fn(x)=n2(nsh— --), Ei =

V пж ж /

= @;l), E2 = (l;+oo).

ж, Bl = @;l), E2 = (l;11. 1) /„(*) = ^, l (;),

2) /n(a;) = cos(l/(l + |lnna;|)), Ei=@;2),
3) /„(ж) = ^/Esm(x/^/n), Ex = [О;тг], E2 = [тг;+оо);
4) fn{x) = cos(l/(naO), Ei = (О;тг), E2 = (тг;+оо);
5) /„(ж) = п2ж2е-иж, Ei = [0;+oo), E2 = [S;+oo), S > 0;
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6) fn(x) = narctg хп, Ei = [0; 1), Е2 = @;6), 0 < 6 < 1;

7) /„(ж) = ежсозA/(па;)), Ех = A;2), ?2 = B;+оо);
8) fn(x) = п япA/(пж + 1)), Еу = @; 1), Е2 = A; +оо);
9) /п(ж) = n sm2(x/^/n), Ei = @;1), Е2 = (

10) fn{x) = J_ in —, Ei = @;4), E2 = D;+oo).
Tl\/ X TIX

12. 1) /„(ж) = arctg
1 +n^2 , Ei = @;+oo), ?2 = F;+oo), 6 > 0;

2) /„(ж) = e"*1/*-!), Ei = (l;+oo), E2 = (<5;+oo),<5 > 1;

3) fn(x) =
X

+rc*
ПЖ

, Ei = @;l), ^2 = (

4) fn(x) = narcctg jm2, Ei = @;l), E2 = (l;+oo);
5) fn(x) = 1п(ж2 + 1/n), Ег = @;+oo), E2 = (a;+oo), a > 0;
6) /n(V) = sin(e-na: + 1/x/n), Ei = [a; +oo), a > 0, E2 = @; +oo);
7) fn(x) = Vl + ne~nx, E1 = @;l), E2 = (
8) /„(ж) = e(-2+-+i)/«, Ei = @;l), E2 = (l;+oo);
9) /„(ж) = 2(*2-»*+1)/", Ei = @;l), E2 = (l;+oo);
10) fn{x) = n(l - еж/"), Ei = @; 1), E2 = A; +oo);
11) fn(x)=e*2-n\x2+n2), Ei = @;l), E

12) /„(ж) = n^e /^)- 1) + п/ж, Ei = @; 1), E2 = A; +oo).

13. 1) /„(S)=sin(jea!/n), Ei = @;a), a > 0, ?2 = @;+oo);

2) /п(ж)=со8(|жп), Ei = @;a), 0 < a < 1, E2 = @;l);

3) /„(ж) = arctg i^, Ei = @; i), E2 = (i; l);
4) /«(ж) = Жб+^+^4Ж2п4' ^i = (°;«). 0 < a < +oo, E2 =

@;+oo);

5) U(x) =

1 +^ + ^4, El = (a;+oo), a > 0, E2 = @;+oo);

6) /п(ж) = arctg 2nx — arctg пж, Ei = @; 1), E2 = A; +oo);

7) /„(ж) = n2 (l - cos i-), Ei = @; 1), E2 = A; +oo);

8) /„(ж) = arctg П(жж~ 1]
, Ei = @;2), ?2 = B;+oo);

14. 1) /„(ж) = ^

3) /„(ж) = arctg 2^4, Ei = @;1), ?2 = A;+оо);
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4) /n(a;)= = @; 1), Е? = A;

5) fn(x) =п2(ехП -cosz"), Ei =[0;l), E2 = [0;8\, 0 < S < 1;

6) /n(a:)=nln(l+ — ), ?i = @;2), ?2 = B;+oo);

7) /„(ж) = arcsin -^
8) /nw =

9) f (x) -

10) fn(x) =

ii) Ш =

15. 1) fn(x) = sir

2) fn(x) = уДп

, El = @; 1), E2 = A; +oo);

= @;l), E2 =

nx2

3) fn(x) = sin
е_п ), E2 =

4) /„(ж) = 21п(еж+n)-1п(е2ж+n2), #i = [0;+oo), E2 = [0;a],
a >0;

5) /„(ж) =п8(сЬж"-1+ ^), ??! = [0;l), E2 = [0;a], 0 < a < 1;

6) /„(ж) = In (^'j+fe^ ')'^i = [°;°]' « > 0, S2 = [0;+oo);

8) /n(rr) = Vnln(l +
Q) f (t) -

= @; 1], Е2 = A; +оо);

n + x In n
'

10) fn(x) =nln(l
11) fn(x) = 1

16. 1) fn(x) = arcsin

2) /„(ж) = In
+пе

Ei = [0;a], 0 < а < 1, Е2 = [0; 1);

= [0; а], а > О, Е2 = [0; +оо);

3) fn{x) = Vn((l + 1/п)ж - A - 1/п)ж), Ei = @; 1), Е2 = A; +оо);
4) fn(x) = A - ж/n)", Ei = [-а; а], а > О, Е2 = /?;

5) fn(x)=n(x1/n-x1/^), Ei = A/2; 1), ?2 = A;+оо);
6) /„(ж) =л/ТТ^\ Ei = [0;2], S2 = [2;+оо);
7) fn(x) = ln(sina; + 1/п), Ег = @;тг/6), Е2 = (тг/6;7г/2);
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П2) ^ /г* i \ п /1 \

, Ех = @; 1), Е2 = A; +оо);

9) fn(x) = (n + lnx)arctg^, Ei = @;1), Е2 = (

Ю) fn(x) = п2 1пA + х/п)
- х л/^^Т, Ei = @; 1), Е2 = A; +оо);

ii\ .г / \ ж1пA + п) — ж2 Inn — 1
_, /п 1\ ,_, / 1 -Л

17. Исследовать на сходимость и равномерную сходимость на

множествах Ei = @; 1) и Е2 = A;+оо) последовательность {/п(ж)}:

1) /п(ж) =nln(l+ — ); 2) fn(x) =

3) ш = ^ттлЕ±5—-; 4) ш

5) /п(х) = 8т(тгх2-ж/п); 6) /п(х) = п2 1пA + х/п2);

7) fn{x) = cos(ne-™); 8) /п(х) = 1 ^1 + х-
;

9) /п(ж) = -т cos -

; 10) fn(x) = n2 (ж - n sin - ).x6 n \ n)

18. Исследовать на сходимость и равномерную сходимость после-

довательность \ \ на множествах Ei, E2, Е3, Е±, Е5, где
I 1 + жп J

Ех = [0;J], 0 < S < 1, Е2 = [0;1), Е3 = [1 - а; 1 + а], 0 < а < 1,
Е4 = [1 + а; +оо), Е5 = A; +оо).

19. Найти все значения а, при которых последовательность

Шх)}:
а) сходится на множестве Е;
6) сходится равномерно на множестве Е.

Указать предельную функцию этой последовательности:

^=@;1); 2)/„(аО=-?^2, Е = @;+оо);
X ~\ ТЬ

' Е = R; 4) /»(ж) = пахе-пх\ Е = [0;+оо);

5) /»(ж) = ^^
6) /„(ж) = naa?ctg(l/xn), Е = @;1);

7) fn(x)=naln(l+—),
8) fn(x) = xarctgnax, E = [0;+оо);
9) fn(x) = па(у/х + 1/п - л/^), ? = @;+оо).
20. Исследовать на сходимость и равномерную сходимость на мно-

множестве Е — [0; 1] последовательность {/п(ж)}, где

п2ж, если 0 ^ х ^ 1/п,
= ^ п2B/п — ж), если 1/п < ж < 2/п,

0, если х ^ 2/п.
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21. Доказать, что если последовательности {fn(x)} и {дп(%)} рав-

равномерно сходятся на множестве Е соответственно к /(ж) и д(х),
то при любых а и /3 (а е R, /3 е R) последовательность {afn(x) +
+ (Здп(х)} равномерно сходится к af(x) + /Зд(х).

22. Доказать, что если последовательность {fn(x)} равномерно

сходится на множестве Е к функции /(ж), а функция д(х) ограниче-
ограничена на этом множестве, то последовательность {g(x)fn(x)} равномерно

сходится к g{x)f{x).
23. Доказать, что если f(x) — произвольная функция, опреде-

определенная на отрезке [а;Ь], то последовательность {/п(ж)}, где /п(ж) =

_ I- A )\
Qa] — целая часть а), сходится равномерно к /(ж) на отрез-

отрезке [а; Ъ].
24. Доказать, что если функция /(ж) имеет непрерывную про-

производную на интервале (а; 6), то последовательность {/п(ж)}, где

/п(ж) = n(f(x + 1/n) — /(ж)), сходится равномерно к /'(ж) на отрез-

отрезке [ai;bi], a < ai < bi < b.

25. Доказать, что если последовательность многочленов степени

не выше п равномерно сходится на интервале (а; 6), то предельная

функция этой последовательности
— многочлен степени не выше п.

26. Доказать, что если функция /(ж) непрерывна на /?, то после-

п-1

довательность {/п(ж)}, где /п(ж) = 2^ ~ f [х Н )? сходится равно-

мерно на любом конечном отрезке [а; Ь].

ОТВЕТЫ

1. 1) f(x) = 0; 2) f(x) = x4; 3) f(x) = x2/3; 4) f(x) = \x
( 0, если 0 < x < 1,

5) /(s) = j fOr-1), если х>1;

^ч
-/ ч

_
Г 1, если 0 ^ ж < 1,

J /W —

| ж^ если 1 ^ ж ^ 2.

2. 1) /(ж) = 0; 2) /(ж) = 1/Bж); 3) /(ж) = 1пж; 4) /(ж) = 1/ж2;
Г 1, если 0 ^ ж < 1,

5) /(ж) = -^5; 6) /(ж) = < ж, если 1 ^ ж < 2,
I ж2/2, если ж ^ 2.

5. 1) Сходится равномерно к /(ж) = 0;
2) сходится равномерно к /(ж) = 0;
3) сходится равномерно к /(ж) = 0;
4) сходится равномерно к /(ж) = 0;
5) сходится равномерно к /(ж) = 0;
6) сходится равномерно к /(ж) = 0.
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6. 1) Сходится равномерно к /(ж) = ж;

2) сходится равномерно к /(ж) = 0;
3) сходится равномерно к /(ж) = tgx;
4) сходится равномерно к /(ж) = 0;
5) сходится равномерно к /(ж) = |ж|;
6) сходится равномерно к f(x) = sin(x/2).
7. 1) Сходится неравномерно к /(ж) = 0;
2) сходится неравномерно к /(ж) = 0;
3) сходится неравномерно к /(ж) = 0;
4) сходится равномерно к /(ж) = 1;
5) сходится неравномерно к /(ж) = 0;
6) сходится равномерно к /(ж) = In ж.

8. 1) Сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2 к /(ж) = 0;
2) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2 к /(ж) = ж2/2;
3) сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е2 к /(ж) = 0;
4) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2 к /(ж) = тг/2;
5) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2 к /(ж) = 0;
6) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2 к /(ж) = 1;
7) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2 к /(ж) =

ж, 0 < ж < 1,
0, ж > 1;

8) сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е2 к /(ж) =

п/Bх);
9) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на ^2 к /(ж) =

arctg ж;

10) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2 к /(ж) =

тгж/2;
11) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2 к /(ж) = In ж.

9. 1) Сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2 к /(ж) = 1;
2) сходится неравномерно на i?i и равномерно на ^2 к /(ж) = 0;
3) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2 к /(ж) = 0;
4) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2 к /(ж) = 0;
5) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2 к /(ж) = 0;
6) сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е2 к /(ж) = 1/ж3;
7) сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е2 к /(ж) =

1

8) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2 к /(ж) = ж2;
9) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2 к /(ж) = ж;

10) сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е2 к fix) — —= ;
л/ж

11) сходится равномерно на i?i и неравномерно на ^2 к /(ж) = .

10. 1) Сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е2 к /(ж) =
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2) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2 к /(ж) =

= -тг/2;
3) сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е2 к /(ж) = 1/ж2;
4) сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е2 к /(ж) = 1;
5) сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е2 к /(ж) = 0;
6) сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е2 к /(ж) = 0;
7) сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е2 к /(ж) = 0;
8) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2 к /(ж) =ж2/2;
9) сходится равномерно на i?i и неравномерно на Е2 к /(ж) = ж;

10) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2 к /(ж) = 1;

11) сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е2 к /(ж) =

= 1/(бж3);
12) сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е2 к /(ж) = 1/ж.
11.1) Сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е2 к /(ж) =

= 1/^;
2) сходится неравномерно на i?i и равномерно на ^2 к /(ж) = 1;
3) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2 к /(ж) = ж;

4) сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е2 к /(ж) = 1;
5) сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е2 к /(ж) = 0;
6) сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е2 к /(ж) = 0;
7) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2 к /(ж) = еж;
8) сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е2 к /(ж) = 1/ж;
9) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2 к /(ж) = ж2;
10) сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е2 к /(ж) = фс.
12. 1) Сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е2 к /(ж) =

= 0;

2) сходится неравномерно на Е\ и равномерно на ^2 к /(ж) = 0;
3) сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е2 к /(ж) = 0;
4) сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е2 к /(ж) = 1/ж2;
5) сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е2 к /(ж) = 2 In ж;

6) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2 к /(ж) = 0;
7) сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е2 к /(ж) = 1;
8) сходится равномерно на Е\ и равномерно на Е2 к /(ж) = е

9) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2 к /(ж) = 2

10) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2 к /(ж) = —ж;

11) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2 к /(ж) = 0;

12) сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е2 к /(ж) =

2

ж;

13. 1) Сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2 к /(ж) =

0;

2) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2 к /(ж) = 1;
3) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2 к /(ж) = тг/4;
4) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2 к /(ж) = ж2;
5) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2 к /(ж) = 1/ж;
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6) сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е2 к /(ж) = 0;

7) сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е2 к /(ж) = —-;

8) сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е2 к /(ж) =

= | sign (ж- 1);

9) сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е2 к /(ж) = In 2.

14. 1) Сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е2 к /(ж) =
= ж;

2) сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е2 к /(ж) = 0;
3) сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е2 к /(ж) = тг/4;
4) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2 к /(ж) = 0;
5) сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е2 к /(ж) = 0;
6) сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е2 к /(ж) = 1/ж;
7) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2 к /(ж) = тг/б;
8) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2 к /(ж) = tgж;

9) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2 к /(ж) = 1;
10) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2 к /(ж) = ж;

11) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2 к /(ж) = 1.

15. 1) Сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е2 к /(ж) =
= 0;

2) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2 к /(ж) = 0;
3) сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е2 к /(ж) = 0;
4) сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е2 к /(ж) = 0;
5) сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е2 к /(ж) = 0;
6) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2 к /(ж) = 1пЗ;
7) сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е2 к /(ж) = 1/ж2;
8) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2 к /(ж) = фс;
9) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2 к /(ж) = 0;
10) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2 к функции

/(ж) = arctg ж2;

11) сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е2 к функции
/(ж) =1пж.

16. 1) Сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2 к /(ж) =
= 0;

2) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2 к /(ж) = ж/2;
3) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2 к /(ж) = 0;
4) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2 к /(ж) = е~х;
5) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на ^2 к /(ж) =

= Aпа;)/2;
6) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2 к /(ж) =

1, если 0 ^ ж < 1,
ж, если ж ^ 1;

7) сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е2 к функции
/(ж) = In sin ж;
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8) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2 к функции
/0*0 = 1;

9) сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е2 к функции
/(ж) = 1/х;

10) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2 к функции
/Or) = -х2/2;

11) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2 к функции
/О) = х.

17. 1) Сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2 к функ-

функции f(x) = 2Ж;
2) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2 к функции

/0*0 = 0;
3) сходится равномерно на Еу и неравномерно на Е2 к функции

/0г) = 1/0г + 1);
4) сходится равномерно на Еу и неравномерно на Ei к функции

f(x)=4x3;
5) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е<± к функции

()
6) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2 к функции

/О) = ж;

7) сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е<± к функции
/0*0 = 1;

8) сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е<± к функции
fix) = 1/ж2;

9) сходится неравномерно на Е\ и равномерно на E<i к функции
/Or) = 1/х3;

10) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е<± к функции
/(ж) = х3/6.

18. Сходится на множестве @; +оо) к

{0,
если 0 < х < 1,

1/2, если х = 1,
1, если ж > 1.

На Ei и Е^ — равномерно, на Е2, Е%, Е§ — неравномерно.

19. 1) Сходится при а > 0 к /(ж) = 0, сходится равномерно

при а > 1;
о\ / о /•/ \ f 0? если а < 2,
2) сходится при а^2к/(х)= _

'

сходится равно-
I ж, если ol — л^

мерно при а < 1;
о\ / 1 ?( \ Г0? если а < 1,
3) сходится при а^1 к Дх) = <

_Л сходится равно-

мерно при а < 1/2;
4) сходится при любом a G R к /(ж) = 0, сходится равномерно при

а < 1/2;
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5) сходится при любом a Е R к f(x) = 0, сходится равномерно при

а > -1;

Г\ / П ?( \ ( 0> еСЛИ Я < О,
6) сходится при а^Ок Дх)= /9 _ п сходится рав-

1ерно при а < 0;
^ч

.

Л ?,
ч Г 0, если а < 1,

7) сходится при а ^ 1 к /(ж) = <
1

/
_. неравномерно;

номерно при а < 0;

сходится при

8) сходится при а > 0 неравномерно;

п\ / 1 г/ \ f 0? если « < 1?
9) сходится при а < 1 к /(ж) = < 1 ,/о ^ч

'

сходитсяу ^ ^ J v J

[1/[2у/х), если а = 1,

равномерно при а < 1/2.
20. Сходится неравномерно.

§ 18. Сходимость и равномерная сходимость

функциональных рядов

СПРАВОЧНЫЕ СВЕДЕНИЯ

1. Сходимость, абсолютная сходимость и область сходи-

сходимости функционального ряда. Пусть функции ип(х) G С, п G А/,
определены на множестве Е и хо ? Е. Ряд

(X)

5>n(s) A)
71=1

называется сходящимся в точке ж0, если сходится числовой ряд
оо

У^, и называется абсолютно сходящимся в точке жо, если схо-

B)

71=1

дится ряд

71=1

Если ряд A) сходится в каждой точке х G i?, то этот ряд называют

сходящимся на множестве Е, а если в каждой точке х Е Е сходится

ряд B), то ряд A) называют абсолютно сходящимся на множестве Е.

Сумму
п

*(a;) C)

называют п-й частичной суммой ряда A), а предел последовательнос-

последовательности частичных сумм сходящегося на множестве Е ряда A) называют

его суммой:

S(x) = lim Sn(x). D)
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Множества всех значений ж, при которых сходятся ряды A) и B),
называют соответственно областью сходимости и областью абсолют-

абсолютной сходимости ряда A).

2. Равномерная сходимость функционального ряда. Ряд A),
члены которого определены на множестве Е, называется равномерно

сходящимся на множестве Е, если последовательность его частичных

сумм C) равномерно сходится на этом множестве, т. е.

Sn(x) =4 S(x), х е Е,
или

гп(ж)=3 0, хеЕ,
где S(x) — сумма ряда A), а

оо

rn(x) = S(x) - Sn(x) = ^2 uk(x)
k=n+l

— n-й остаток ряда.

Для равномерной сходимости на множестве Е ряда A) необходимо
и достаточно, чтобы

sup |гп(ж)| —У 0 при п —У оо. E)

Необходимым условием равномерной сходимости ряда A) на мно-

множестве Е является условие ип(х) =4 0, х Е Е.

3. Признак Вейерштрасса равномерной сходимости функ-

функционального ряда. Если для функционального ряда A) можно ука-

зать такой сходящийся числовой ряд ^^ап, что для всех п ^ по и

F)

71=1

для всех х G Е выполняются неравенства

то ряд A) сходится абсолютно и равномерно на множестве Е.
ОО

В случае, когда выполняется условие F), говорят, что ряд ^ ип(х)

мажорируется рядом У^ап.
п=1

4. Критерий Коши равномерной сходимости функциональ-
функционального ряда. Неравномерная сходимость. Для того чтобы ряд A)
равномерно сходился на множестве Е, необходимо и достаточно, что-

чтобы для этого ряда выполнялось условие Коши: для любого г > 0 су-

существует номер N? такой, что для всех п ^ N?, для всех р G А/ и для

всех х е Е имеет место неравенство

п+р

к=п+1
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п+р

Если условие Коши не выполняется, т. е.

го > 0 Vm G Л/ Зп ^ т Зр G Л/ Зж е

то ряд A) не является равномерно сходящимся на множестве Е. В

частности, если

Зг0 > 0 Зп0 е N Vn ^ п0 Зхп е Е: \ип(хп)\ ^ е0, (9)

то ряд A) не является равномерно сходящимся на множестве Е.

5. Признаки Дирихле и Абеля равномерной сходимости

функциональных рядов.

Признак Дирихле. Ряд
ОО

У^ ап(х)Ьп(х) A0)
71=1

сходится равномерно на множестве Е, если выполняются следующие

условия:
оо

1) последовательность частичных сумм ряда *S^bn(x) ограничена

на множестве Е, т. е. п=1

ЗМ > 0 Vn G Л/ Vx e E: (И)

2) последовательность {ап(ж)} монотонна при каждом х G Е и

равномерно стремится к нулю, т. е.

an+i(» ^ ап(х) или an+i(x) ^ ап(ж), п G Л/, jGE, A2)

ап(ж) ^0, 0, JGE. A3)

Признак Абеля. Ряд A0) равномерно сходится на множест-

множестве Е, если выполняются следующие условия:

1) ряд x) равномерно сходится на множестве Е;
п=1

2) последовательность {ап(х)} ограничена на множестве Е и мо-

монотонна при каждом х G Е.

ПРИМЕРЫ С РЕШЕНИЯМИ

Пример 1. Найти область сходимости и абсолютной сходимости
(X)

ряда ), если:
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оо
п

А 1) Ряд 2_, абсолютно сходится, если \q\ < 1, и расходится,

п=1

если \q\ > 1. При q =
— 1 этот ряд сходится неабсолютно, а при q

= 1 —

расходится. Поэтому ряд

71=1

абсолютно сходится, если 11пж| < 1, т. е. если е < х < е, и сходится

неабсолютно, если In ж = —1, т. е. при х = е .При других значени-

значениях х этот ряд расходится. Итак, полуинтервал [е~1;е) — область схо-

сходимости, а интервал (е~1;е) — область абсолютной сходимости ряда

п
71=1

2) По признаку Даламбера ряд

2п + 1
п=1

абсолютно сходится, если \q\ < 1, и расходится, если \q\ > 1. При q = 1

этот ряд сходится неабсолютно (признак Лейбница), а при q
= — 1 —

(X)

расходится. Поэтому ряд *S^un(x) абсолютно сходится при тех зна-

га=1

чениях ж, для которых выполняется неравенство |A — х)/A + х)\ < 1.
(X)

Решая это неравенство, получаем х > 0. Следовательно, ряд У^?хп(ж)
71=1

абсолютно сходится при х > 0. Если |A - ж)/A + ж)| = 1, то х = 0,

оо

Поэтому ряд 2_,un(fy сходится неабсолютно. Итак, область сходи-

71=1
(X)

мости ряда ^^ип(х) — промежуток [0;+оо), а область абсолютной

71=1

сходимости
—

интервал @;+оо).
п

°°

3) Пусть \х\ < 1; тогда — < |ж|п, и поэтому ряд у ^ип(х)
71=1

абсолютно сходится, если |ж| < 1. Пусть |ж| > 1. Так как ипA/х) =

= ип(х), то, полагая l/x = t, получаем |un(x)| = |ixn(t)| < |t|n, где \t\ <
оо

< 1. Следовательно, ряд V^ixn(x) абсолютно сходится, если |ж| > 1.

71=1
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Если |ж| = 1, то |глп(ж)| = 1/2, и поэтому ряд расходится при х = 1 и

х = —1. Итак, область сходимости и область абсолютной сходимости
оо

ряда 2_\ ип(%) — множество, полученное из R удалением точек х = 1

71=1

и х = —1. А
ОО

Пример 2. Доказать, что ряд ^^ип(х) равномерно сходится на

множестве Е, если:
п~1

1) ип(х)=хп-\ Я =[-1/2; 1/2];

3) ип(х) = 4(Z^—, Е = [0; +оо).

^ 1) Если ип(х) = ж™ ,то

k= l

хп
rn(x) = S(x) - Sn(x) = ^7^-

Так как —1/2 ^ ж ^ 1/2, то 1 — x ^ 1/2, и поэтому

|г„(а;)| < 1/2" ,
откуда следует, что

гп(х)^0, же [-1/2; 1/2],
т. е. ряд равномерно сходится на множестве Е.

2) Заметив, что

получаем

откуда

S(x) = l, r,

Так как х > S > 0, то пх > п?, 0 < гп{х) < 1/A + пб), откуда следует,
что ряд равномерно сходится на множестве Е.

3) При каждом х ^ 0 последовательность < —-j^=^= > имеет пре-
I уп + у/х )

дел, равный нулю, и монотонно убывает, так как функция

Ф) =

убывает при t ^ 1 для каждого х G E lcpf(t) = (t + л/х) <
\ о

О
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оо

при t ^ 1J. Поэтому ряд 2_,ип(%) сходится на множестве Е (признак
71=1

Лейбница) и при этом

/п + 1 +

Так как ж ^ О, то

и поэтому ряд равномерно сходится на множестве Е. А

Пример 3. Пользуясь признаком Вейерштрасса, доказать абсо-
оо

лютную и равномерную сходимость ряда 2^ип(х) на множестве Е,
если: n=i

П/П

2) «„(а;) = In (l+ —-^f—-), Е = [0;2];
V nln (n + 1) /

3) ип(х) = 4
sin —== arctg J-, Е = @; +оо);

V п + ж3 лДгж V п

4) un(x) = e-n(x2+sinx\ E = [1; +oo);

6) ип(х) = ж2е~пж, ? = [0; +оо).

А 1) Так как для всех х Е R и для всех п Е А/ выполняются не-

неравенства |arctg п2ж| < тг/2, |cos7rnx| ^ 1, то |глп(ж)| < тт/Bп3//2). Из
оо

сходимости ряда У^ —г следует абсолютная и равномерная сходи-

оо ^=1

мости ряда ^^ип(х) на /?.

71=1

2) Пользуясь тем, что при t ^ 0 выполняются неравенства 0 ^

^ ln(l + t) ^ t, и учитывая, что 0 ^ ж ^ 2, получаем
ж 2

° ^ U"^ ^
nln2(n+l)

^
nln2(n+l)"

Из сходимости ряда ^

следует абсолютная и равномерная сходимости ряда *S^un(x).
71=1

3) Так как ^п + ж3 ^ ^[х при ж > 0, а | sint| < t, 0 < arctg t < t

при t > 0, то

=
771n n5/4
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Vn Е Л/, Vж Е Е, откуда следует абсолютная и равномерная сходимость

ряда.

4) Пусть ip(x) = ж2 + sin ж, тогда

ip'(x) = 2ж + cos ж > 0 при ж > 1/2,
и поэтому (р(х) — возрастающая функция при ж ^ 1. Так как

оо

= 1 + sin 1 > 0, то 0 < ип{х) ^ е~п(рA\ Из сходимости ряда у^ е~

О, следует абсолютна*

\^ип(х) на множестве [1;+оо).
71=1

5) Воспользуемся неравенством а2 + Ъ2 ^ 2\аЬ\, которое выполня-

выполняется для любых действительных чисел а, Ъ. Получим

\ _1_ лах2 ^> 2па/2\х\

откуда при х/0 следует, что

i ( w ^ п\х\ 1

па/2\х\ па/2~1

Учитывая, что ип@) = 0, находим

тг=1

где а > О, следует абсолютная и равномерная сходимости ряда
оо

\/х G /?, Vn G А/. Так как а/2 — 1 = /3 > 1, то из сходимости ряда
(X)

—^-, где /3 > 1, следует абсолютная и равномерная сходимости

71=1
ОО

ряда V^ixn(x) на множестве R.

71=1

6) Заметим, что г&п(ж) > 0 при х > 0 и г&п@) = 0. При ж > 0

уравнение

и'п(х) = е~пжBж - пж2) = 0

имеет единственный корень ж = хп
= 2/п, причем г^(ж) > 0 при ж G

G @;жп) и г^(ж) < 0 при ж G (жп;+оо). Поэтому жп
— точка макси-

максимума функции ип(х), причем 8ирг^п(ж) =ип(хп). Следовательно,
хеЕ

4
0 ^ ип(х) ^ ип(хп) = — е~

Т1

Vn G А/, Vж G i?, откуда следует абсолютная и равномерная сходимости
оо

ряда 2_^ип(х) на множестве .Е. А

71=1

Пример 4. Исследовать на сходимость и равномерную сходи-

оо

мости на множестве Е ряд \^г&п(ж), если:

71=1
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2) ип(х) = e-nV sinnx, E = /?;
ж3

3) глп(ж) = arctg —— ,
? = [1; +оо);

4) ггп(гг) =хп, Е= @; 1); 5) ггп(ж) =
1 +* 2^2

,
S = [0; 1];

6) мп(ж) = пж2е-пж, ? = @; +оо).
А 1) Если х > 0, то 0 < ип{х) < 1/(п2ж2), откуда следует сходи-

сходимость ряда на множестве Е. Пусть х = хп
= 1/п, тогда хп ? Е Vn E Л/,

1&п(жп) = 1/4. Таким образом, выполняется условие (9), и поэтому ряд

сходится неравномерно на множестве Е.

2) Заметим, что ип@) = 0, а при х ф 0 выполняются неравенства

так как ег > t при t > 0. Поэтому ряд сходится на /?. Пусть х = хп
=

= 1/п, тогда хп ? Е Vn G А/ и

%(хп) = е sinl.

Условие (9) выполняется, и, следовательно, ряд неравномерно сходится

на множестве R.

3) Ряд сходится на множестве Е, так как 0 < ип(х) < ж3/п3//2.
Взяв хп = у/п, получаем

Un(xn) = arctg I = тг/4,
откуда следует, что ряд сходится неравномерно.

4) Ряд сходится неравномерно на множестве Е. Действительно,
если хп

= 1/ \/2, то хп е @; 1) Vn G Л/ и ип(хп) = 1/2.
Заметим, что на любом отрезке А С @; 1) ряд сходится равномерно

(см. пример 2, 1)).
5) Заметим, что ип@) = 0, а если х ф 0, то

0 < ип(х) ^ ж/(п2ж2) < 1/(п2ж),
откуда следует, что ряд сходится на множестве Е. Для любого т G А/

возьмем п = ш, р = п, ж = 1/п. Заметим, что если п + 1 ^ /с ^ 2п,
то 1 + &2/п2 ^ 1 + BпJ/п2 = 5, и поэтому

2п 2п

Е/1\
1 Г^ 1

^
1

с
1

Нп)=п 2- ITTW^)
^

" 5'

т. е. выполняется условие (8) при го = 1/5. Следовательно, ряд схо-

сходится неравномерно на множестве Е.

6) Если х > 0, то 0 < ?/п(ж) < пж23!/(пжK = б/(п2ж), так как е* >
> t3/3! при t > 0. Поэтому ряд сходится на множестве i?. Покажем,
что для этого ряда на множестве Е выполняется условие (8). В самом
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деле, для любого т Е А/ возьмем п = т, р = п, ж = 1/п. Тогда ж Е Е и

2п 2п

V «*(*)=! V e-ft/»^ Ie-2-n = e-2.
к=п+1 к=п+1

Следовательно, ряд сходится неравномерно на множестве Е. А

Пример 5. Исследовать на равномерную сходимость на мно-

оо

жестве Е ряд \^
п=1

Л
ч / ч sin ж sin пх

1) ()

A 1) Обозначим Ьп{х) = sin ж sin пж, ап = \j\Jn + ж2 и воспользу-
воспользуемся формулой

X V—^ 71 + 1 71
sin - у. 8т кх = sin ж sin — ж (§ 15, пример 3).

к=1

Тогда п

т-, / ч \"^ • •

1 о
Ж . 71 + 1 .71

Вп(х) = >sinx sin га = 2 cos - sin ж sin —ж,

k=l

откуда следует, что Бп(ж)| ^ 2 Уж G /?, Уп G А/, т. е. последова-

последовательность {??п(ж)} ограничена на множестве i?. Последовательность

{ап(ж)} монотонна для каждого ж G /?, так как функция (^(t) =

= 1/л/^+~ж2~ монотонно убывает при ? ^ 1

[ip'lt) = .

1
< 0 при

V 2^ +ж2K

Кроме того, 0 < ап{х) ^ \j\fn Уж G /?, откуда следует, что ап{х) =4 О,
ж G /?. По признаку Дирихле ряд равномерно сходится на /?.

2) Обозначим

^JL
/п -

(X)

и заметим, что ряд *S^bn(x) равномерно сходится на множест-

71=1
ве [0;1], так как он равномерно сходится на множестве [0,+оо)
(пример 2, 3)). Последовательность {ап(х)} ограничена на мно-

множестве [0;1], так как

(л + т/п)п < (л 4- 1 /п)п < р

и монотонна при каждом ж G [0; 1], так как ip(t) = A + xjtI — возрас-

возрастающая функция при t ^ 1 для каждого ж G [0; 1]. По признаку Абеля

ряд сходится равномерно на множестве [0;1]. А
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ЗАДАЧИ

Найти область сходимости и область абсолютной сходимости функ-
функционального ряда A-6).

оо оо оо

l.l)Vi; 2) Vising 3) Уе"ю;
OO OO OO

COS 7ГПХ ч

^ 1
^x

V^ Ь" Ж

nln(n+i) п(ж + 2) ^
n=l

V У
n=l

V J
n=l

OO OO OO

2. 1) X>-*2)"; 2) ? ^; 3) ?n-'-2; 4)

5) 5] ь"(Г+ 2)
; 6) rf+

n=l n=l
oo oo

3.1) у ^^1п-(ж2+2); 2)

n + 2 /ж-5ж + 6\ ., A 1

U ; 4) z^^
n=l n=l

А A 2nsinnx

(i)
n=l n=l

oo oo

n=l
V

n=l

oo

n=l

oo

6.1) ^riii™*; 2)

00 3 0000 o 00 3 00

4) > hx ; 5) > cos — ; 6) >
l l ln=l n=l n=l

OO OO 2 OO

a i\ V^ • / /~^Г~< 9\ o\ V^ sinnsinn оч
v—v .

6. 1) ^^sinGrv^ + x )'•> 2) у, 7^5 3) у ^

sin sin ... sin ж;

n=l n=l n=l
праз

oo .

ч ч
oo

:-l)...(x-(n-l)) . 5) у
n\

.

n=l n=l

n\ \ л

?



§18. Сходимость и равномерная сходимость функциональных рядов 365

7. Исходя из определения равномерной сходимости доказать

равномерную сходимость функционального ряда в указанном про-

промежутке:

1) ^ жп, - 0 < q < 1;
n=l

J^ / хП-1
2)V(-

ra=l

OO

3) V 7 г-Д^ Z^ (ж + п)(ж +

0000

4) >
n=l

oo

n=l

(X)

у/п
,

—оо < х < +оо;

:, —оо < х < +оо;

б>?^ , 0 ^ x ^ 2.

71=1

Пользуясь признаком Вейерштрасса, доказать равномерную сходи-

сходимость функционального ряда в указанном промежутке (8-12).

71=1

¦, —оо < х < +оо;

71=1

ОО

5)

' -оо<Ж<+оо;

:, —оо < х < +оо;
71=1

ОО

6) 2_) ^ ncos7rnx, — оо < х < +00.

п=1

9. ; 2) 3'

n=l

оо

(х-

Cn +

(х + z

i \7l

lKn
'

j) COS 77/Ж

71=1
/п3 + ж4



366 Гл. 5. Функциональные последовательности и ряды

оо
9

^ч V^ narctg2n ж ~ .

6) >
з/ 7 ' (К ж < +оо.

^ Vn7 + п + ж

10.1) у cosnxsindAnx))
4 + In пх

п=1

2)

4)

r\

11

**)

oo

J^
n=l

oo

oo

^2
n=l

oo

• 1)

oo

/ J

n=l

oo

XI
n=l

n3e" a:,(!

п~ж In2 n,

ж

oo

X arctg -

ra=l

nln(l + nx

xn

X
IT

1 + П2Ж4

) < ж <

0

й < ж

0 <

ж

с2 + п3
'

о

,
ж

•ctg n,

+00,

< +00,

1

-оо

а
^

ж

-оо <

й>0;

,
5 >

< ж <

min f 1a<minl

1;

оо

^-^ пх

^ 1 + П5Ж2

+оо;

-ч
гу
\ П.

J, С1 ^> U,

1
-hOO,

ОО о

4) V (arctg -^-) , 0^ж
\ Ж "Т" «i /

1п=1

00
2 2

п жcr\ V^ п Ж Sin Ж
^ ,

5) > г—г, -оо < ж <+оо;у ^^ п + 1 1 + п5ж4
п=1

оо

о) > sm —-——

, 0 ^ ж < +00.} L^ 1 + п2ж
' ^

п=1

оо

12. 1) У^ sin — In A + -4= V 0 < ж < +оо;
^^ пж V лт /
п=1

оо

2) У^пже~ж п

, -оо < ж < +оо;

п=1

оЧ \^ СО8ПЖ8т(ж/п)
3) / —о—, з/ ..ч ?

-оо < ж < +оо;

^ ж2 + 1п3(п + 1)
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4) 2_, е~п
Х

sinnx, —оо < х < +оо;
п=1
оо

Исследовать на сходимость и равномерную сходимость функцио-
функциональный ряд в указанном промежутке A3-23).

2)

3) / -7Z—9—7Т> 0 < ж <+оо;у

^ пBпх2 + 1)

n=l
оо

2^ („2
П=1
ОО

/

2

4) ^ (arctg ^^) , 0 < х < +оо;
П=1
ОО

5) У -fl+ - -хГ, (Кж^ 1;
1п=1

оо

^ч \-^ xsm(x + n) п
,

^ ,

6) / "Тг; ГТ' 0 ^ ж < +оо.

n=l
оо

Еже—. =
,

—оо < х < +оо:

„=1

i(оч
v—v sin(x/n)

2) >
2 V11 > -оо<ж<+оо;

^ X2y/n+ 1

3) > — , Л ,
-оо < х < +оо;у ^^ х2 + 4п

п=1

cos((n2 + 1)ж/п) - cos((n2 - 1)х/п)
_00<ж<+00.

X2 + П
' '

п=1

оооо
2 3

6) 52(тТГ—з) ' 0^х^^ V 1 + пж3 /
1п=1

15. 1) V V^ , -оо<х<+оо;у

^ пA + 2пж2)
00

/
2 ч2

°°
2

2) У^ ( -,

^

9 . ) , 0 ^ ж < +оо; 3) V т—^—г-, 0 ^ ж < +оо;у

^ V 1 + п2ж5 У
у
^ A + пжL
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,ч v—v arctg (ж/1п(п + 2))
4) /^ / 1 / , -.ч , очо > 0 ^ ж < +оо;^^ (nln(n + 1) + ж2J

п=1

5)
1 + пж2

0<Ж<+оо;

(X)

^ч
v—v cosnxsm(x/n) n

-

6) > _:
' '

, 0 ^ х < +оо.у

4^ 1 + л/пж4
' ^

п=1

16.

П=1

оч V"^ Sill Ж п ^ ^ ,

2) 2^ —i—§^ ' 0 < ж < +оо;
п=1

ОО

3) У^ sin — sin2 „ПЖ , 0 < х < +оо;} L^i пх п3 + ж'
'

71=1

(X)

sin

пх п3 + ж

' -°0<х<+00'
п=1

\ +
П=1

^ cos(s/n)arctg (s/Vn)
^у ^^ пж + ж2

71=1

17. 1) V пх2е~пх sin -

, 0 ^ ж < +оо;
71=1

2)
—ж/п

е

71=1

ОО

2^2Ж2 + П2Ж

n(l + х2/п)

71=1
/1 + пж4

,
-оо < ж < +оо;

71=1
оо

71=1

ОО

6) /^
—

п=1

о2п 2пх2

, -оо<Ж<+оо;

х < +00-

18. 1) 2^е~пж, 0 < ж < +оо; 2) ^
п=1 п=1

пжJ
, 0 < ж < +оо;



§18. Сходимость и равномерная сходимость функциональных рядов 369

оо
2

3) ^ (arctg -

J ,
-оо < х < +оо;

п=1

оо

4) У^ sin2 —-—
, 0 < х < +оо;J

^ 1 + пх

оо

5) У е ngx, 0<х< —; б

п=1 п=1

-2

19. 1
sin пх

п=1
A + ПХ)л/пХ

, 0<ж<тг;

2)

4)

,
0 ^ х ^ 1; 3) , 0 ^ ж < +оо;

nln(n

п

; 6) 5Z ^Т' 0<ж<+оо.

20.

га=1

2) V 77 ^^ A + (п-
, 0<ж<+оо;

71=1

оо

^е-п2/ж, 0 < х < +оо.

п=1 п=1

21. 1) V
Ж + л/П

3)
71=1

ОО

2п + sin х
-оо < х < +оо;

4)
71=1

ОО

71=1

гп

!5 6)
71=1
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оо

»» .,ч v-^v sin nx sin ж ~ .

n=l
v

°°

(=1Г^1_ 1<ж<+оо-
п жп + I

п=1

оо

3) У^ ^- arctgxn, 1 ^ х < +оо;

71=1
оо

23.1)

п=1

ОО o ОО

; 3)
4 + п4х3

J
*-^ 1 + п3х3

п=1 п=1
00

п 2

4) Efc
п=1
оо

оо 9

24. Доказать, что ряд /^(—1)п ~2— сходится равномерно на лю-

п=1
бом конечном отрезке, но не сходится абсолютно ни при одном значе-

значении х.

—1)ПЖ2
f— 2\п

or тт V^ (—1)Ж
25. Доказать, что ряд 2^ f— 2\п

СХ°ДИТСЯ равномерно на всей

п=1
оо 9

ЕХ —, составленный из модулей
n=i

^ х '

членов исходного ряда, сходится неравномерно.

26. Доказать, что если {ап} — числовая последовательность такая,

что dk+i ^ ctk (к G А/) и Нт ап = 0, то ряды
п—

оо оо

ап sm пх и 2_^ ап cos nx

п=1 п=1

сходятся равномерно на любом отрезке, не содержащем точек Xk =

= 2Ьг, к е Z.
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27. Доказать, что ряд у^ — сходится равномерно на любом

п=1
( +Ж )П

отрезке, не содержащем точку х = 0.

28. Исследовать на сходимость и равномерную сходимость ряд в

указанном промежутке:

оо
з

f. 0<,<+oo;

а, а > 0;

-oo < x < +oo; 5) , 0 < x < 1;
n=l

Исследовать на сходимость и равномерную сходимость ряд на мно-

множествах Ei и Е2 B9-38).

п=1

= (O;a), 0 < а

), <5>0,

29.

2)
71=1

ОО

3) ^ arCt§ ^2 ' ^ = Р' а1' а > 0' Е2 = Р' +0°)'
71=1

ОО

= [0;а], а > О,

5)

71=1

ОО

71=1

ОО

71=1

ОО

п^1
оо

1

1 + П2Ж
'

пж2

1 + П5/2Ж6

л/пж3
= @; 1),
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9)

Пд/П /

30.

2)

n=l

oo

\
л — narcsincc

n=l

oo

3) У] arctg — ,

1

(с\. *-\ тр I . 1 I .

~V'2/J 2~V2'J'

n=l

oo

4) = @; 1], E2 = A; +00);

(X)(X)

5) ^e , E1 = [0,-\, E2=[-,-\,
ln=l

OO

n=l

00

7)

8)

sin ^.
n=l

1 + ЖП

n=l

oo

10)
n=l

W)-1),

31.

n=l

oo

n=l

oo

\^

arctg (
4

1/
+ In2

с)) cosnx

2пж

2) ^ 2~пжarctg (п2ж), Ex = @; J), E2 = (S; +00), J > 0;
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, ё>0;

1

oo

n=l

oo

n=l

oo

oo

n=l
2 + X^n^

e-nx

sinnx

en x

sinnx
w

), E2 = @;+oo);

>0, E2 = @;+oo);
n=l

OO

n=l

oo

n=l

oo

7)
n=l

oo

n=l

oo

n=l

oo



374 Гл. 5. Функциональные последовательности и ряды

п=1

оо

12)

71=1

J ж
, ^ = @;1), 2fc = (l;

= [0;2tt], ?2 = [5;2тг - 5], 0

J > 0, Е2 = (

2тг -

п=1

оо

71=1

ОО

6)

71=1

ОО

71=1

ОО

71=1

ОО

71=1

ОО

71=1

ОО

71=1

ОО

arctg (x/ri)

1+1п2(п/ж)'

хA-е-п/х)
п +пх

Ж1/4П2

= @;

12) 2^ хе~п х

arctg пж, Ех = @; 1), Е2 = A; +оо).
71=1

= @;й), 6>0;

);й), й>0;

71=1

^2

n + ж2

2) y^ZLe"»2/^
71=1
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3)

4)

п=1

ОО

0;
71=1

оо

71=1

ОО

71=1

ОО

71=1

ОО

71=1

ОО

El
, lx н- п

—== In
,

у/ПХ X + П

1

n3 ln(n/(n + х))
'

71=1

ОО

Ю)
71=1

оо

: + ПХ

fxfn)

71=1

ОО

12)
71=1

—In (l +-1пх \ пх2

35. 1)^ ^Р sin ^,
71=1

2) 0;
71=1

ОО

71=1

ОО

4)
Ixjn

71=1

ОО

п + х

71=1

ОО

71=1
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оо

71=1

ОО

га=1

оо

Ю) У)
1

36.

п=1

оо

n=l

71=1

ОО

п=1

оо

sm(l/(nx))

п=1

оо

6)
1 + пх

п=1

п=1

п=1
оо

п=1

00

Е ^5дsin \/f'
оо

11) У] ybsmBnx) sin ^ , Ej. = @; 1), S2 = A; +oo);
n=l

оо

n=l
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71=1
2 / i;l);2 /

га=1
оо

71=1

ОО

1

п=1
ОО

n3 ln(n/(n + x))
'

5)
п=1

(X)

6) V -^— sin 4= sin —, #i = @; 1], E2 = [.
*—^ x -\- n \/n x

Ex = [10; +oo), E2 = (-oo; -10];

= (a; +oo), a > 0, E2 = @; +oo);

71=1

OO

^^ CO?

71=1

71=1
1 + П3Ж3

'

cK/2

10)
71=1

ОО

38.

3) Е
71=1

оо

71=1

sin —
пх пх

= A; +оо);
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= A;2)' ^ = B;+оо);

n=l

9)

00 л / 1 - COS -

^ ж2 In A + пх)

10) V^fcos —
*-^ V xn
71=1

И)

оо

Y

oo

39. Найти все значения а, при которых ряд ^ жае~пж сходится

равномерно на интервале @;+оо). п=1

40. Исследовать на равномерную сходимость на множестве [0; +оо)
РЯД: оо _

41. Пусть lim \/|ап| = 1. Доказать, что ряд V^anixn(x) равно-

равномерно сходится на множестве Е, если: п=1

1) 1/п(ж) = жп, Е = [-а; а], 0 < a < 1;

2) ип(х) = е~пж, i? = [J; +oo), S > 0;

4) i/n(rr) = е--2ж, Е = [J; +oo), J > 0.

оо

42. Доказать, что если ряд ^^ип(х) сходится равномерно на мно-

71=1

жестве Е, а функция <р(х) ограничена на этом множестве, то ряд
оо

2^^р(х)ип(х) также равномерно сходится на множестве Е.

71=1
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оо

43. Доказать, что если ряд V^ |^n(^)| равномерно сходится на мно-

71=1

жестве Е, а функции ип{х) определены на Е и удовлетворяют усло-

условию

\ип(х)\ ^ КО)|, х е Е,
оо

то ряд ^^ип(х) сходится на множестве Е абсолютно и равномерно.

71=1
ОО

44. Доказать, что если ряд V^ |г?п(ж)| сходится равномерно на

оо п=1

множестве Е, то ряд У^ип(х) также сходится равномерно на Е.

71=1

45. Следует ли из абсолютной и равномерной сходимостей ряда
оо оо

2^ип(х) на множестве Е равномерная сходимость ряда У^ |г?п(ж)|
71=1 71=1

на Е Г Рассмотреть пример

оо

Е<
71=1

-1)пхпA-х), Е=[0;1].

ОО

46. Доказать, что если ряд У^ип(х) сходится абсолютно в точ-

71=1

ках а и Ь, а функции ип(х), п G А/, монотонны на отрезке [а;Ь], то

этот ряд сходится абсолютно и равномерно на [а; Ь].
оо оо

47. Доказать, что если ряд У^ -—-

сходится, то ряд У^
^—J fln ^—J х — ап
п=1 п=1

сходится абсолютно и равномерно на любом замкнутом ограниченном

множестве, не содержащем точек х = an, n G А/.
оо оо

48. Доказать, что если ряд Y^ an сходится, то ряд Дирихле Y^ ^
сходится равномерно на множестве [0;+оо).

49. Доказать, что если ряд 2^ ап сходится, то ряд 2^ CLn^~nx cx°-

71=1 71=1

дится равномерно на множестве [0;+оо).
50. Пусть функции ип(х), п G А/, непрерывны на отрезке [0;1],

оо

ип(х) =4 0, х G [0; 1], и ряд ^^ип(х) сходится для каждого х G [0; 1].
71=1

Следует ли отсюда, что этот ряд сходится равномерно на отрез-

отрезке [0;1]Г
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оо

51. Доказать, что ряд \^г&п(ж), где

71=1

( 0, если 0^ж^2-(п+1),
ип(х) = < A/n) sin2Bn+17rx), если 2-(n+1) < ж < 2~п,

[ 0, если 2~п ^ ж ^ 1,

сходится абсолютно и равномерно на отрезке [0; 1], но его нельзя ма-

мажорировать сходящимся числовым рядом с неотрицательными чле-

ОО

нами, т. е. не может существовать сходящийся ряд ^ап, ап ^ 0
71=1

(п Е А/), такой, что для всех п Е А/ выполняются неравенства

глп(ж) ^ ап, же [0;1].

ОТВЕТЫ

1. 1) Сходится абсолютно при |ж| > 1;
2) сходится абсолютно при всех х е R;
3) сходится абсолютно при х > 0;
4) сходится абсолютно при всех х е R;
5) сходится абсолютно при х < —3 и ж > — 1, сходится условно при

х = -3;
6) сходится абсолютно при 1/е ^ ж ^ е.

2. 1) Сходится абсолютно при 2 < |ж| < л/б;
2) сходится абсолютно при х > 1;
3) сходится абсолютно при |ж| > д/ё;
4) сходится абсолютно при ж ф 0;
5) сходится абсолютно при —2 < ж < —2 + е и при ж > е — 2;
6) сходится абсолютно на отрезках |ж — ктг\ ^ тт/4, к ? Z.

3. 1) Сходится абсолютно при |ж| < д/е - 2;
2) сходится абсолютно при |ж| > 1, условно при ж = —1;
3) сходится абсолютно при ж > 0;
4) сходится абсолютно при |ж| ф 1, сходится условно при ж = —1;
5) сходится абсолютно при —1/2 < ж < 7/2;
6) сходится абсолютно на отрезках |ж — ктг\ ^ тг/б, к ? Z.

4. 1) Сходится условно при ж т^ 2&тг (fc G Z);
2) сходится условно при всех ж G /?;
3) сходится абсолютно при ж ^ 0 и при ж = —тгк, к G А/;
4) сходится абсолютно на интервалах 2&тг < ж < Bfc + 1)тг, & G Z,

сходится условно в точках ж = &тг, к ? Z;
5) сходится абсолютно при |ж| < 3;
6) сходится абсолютно при |ж| < 2.

5. 1) Сходится при ж = к, к е Z; 2) сходится абсолютно при ж > 1;
3) сходится абсолютно при |ж| > 1;
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4) сходится абсолютно при |ж| < 1;
5) сходится абсолютно при х/0;
6) сходится абсолютно при |ж| < 1.

6. 1) Сходится условно при всех х Е /?;
2) сходится условно при х ^ 0;
3) сходится абсолютно при всех х Е R;
4) сходится абсолютно при х ^ 0, сходится условно при

— 1 < х < 0;
5) сходится абсолютно при |ж| > 1;
6) сходится абсолютно при х ф — 1.

13. 1) Сходится равномерно; 2) сходится равномерно;

3) сходится равномерно; 4) сходится равномерно;

5) сходится равномерно; 6) сходится равномерно.

14. 1) Сходится равномерно; 2) сходится равномерно;

3) сходится равномерно; 4) сходится равномерно;

5) сходится равномерно; 6) сходится равномерно.

15. 1) Сходится равномерно; 2) сходится равномерно;

3) сходится равномерно; 4) сходится равномерно;

5) сходится равномерно; 6) сходится равномерно.

16. 1) Сходится равномерно; 2) сходится равномерно;

3) сходится равномерно; 4) сходится равномерно;

5) сходится равномерно; 6) сходится равномерно.

17. 1) Сходится равномерно; 2) сходится равномерно;

3) сходится равномерно; 4) сходится равномерно;

5) сходится равномерно; 6) сходится равномерно.

18. 1) Сходится неравномерно; 2) сходится неравномерно;

3) сходится неравномерно; 4) сходится неравномерно;

5) сходится неравномерно; 6) сходится неравномерно.

19. 1) Сходится неравномерно; 2) сходится неравномерно;

3) сходится неравномерно; 4) сходится неравномерно;

5) сходится неравномерно; 6) сходится неравномерно.

20. 1) Сходится неравномерно; 2) сходится неравномерно;

3) сходится неравномерно; 4) сходится неравномерно;

5) сходится неравномерно; 6) сходится неравномерно.

21. 1) Сходится равномерно; 2) сходится равномерно;

3) сходится равномерно; 4) сходится равномерно;

5) сходится равномерно; 6) сходится равномерно.

22. 1) Сходится равномерно; 2) сходится равномерно;

3) сходится равномерно; 4) сходится равномерно;

5) сходится неравномерно; 6) сходится неравномерно.

23. 1) Сходится равномерно; 2) сходится равномерно;

3) сходится неравномерно; 4) сходится равномерно;

5) сходится равномерно; 6) сходится равномерно.

28. 1) Сходится неравномерно; 2) сходится равномерно;

3) сходится равномерно; 4) сходится равномерно;

5) сходится неравномерно; 6) сходится равномерно.
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29. 1) Сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2;
2) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2;
3) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2;
4) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2;
5) сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е2;
6) сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е2;
7) сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е2;
8) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2;
9) сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е2;
10) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2.
30. 1) Сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2;
2) сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е2;
3) сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е2;
4) сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е2;
5) сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е2;
6) сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е2;
7) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2;
8) сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е2;
9) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2;
10) сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е2.
31. 1) Сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2;
2) сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е2;
3) сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е2;
4) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2;
5) сходится неравномерно на Е\ и равномерно на ^5
6) сходится равномерно на Е\ и Е2;
7) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2;
8) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на ^5
9) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2;
10) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2.
32. 1) Сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2;
2) сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е2;
3) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2;
4) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на ^5
5) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2;
6) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2;
7) сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е2;
8) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2;
9) сходится неравномерно на Е\ и равномерно на ^5
10) сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е2;
11) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2;
12) сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е2.
33. 1) Сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е2;
2) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2;
3) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на ^5
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4) сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е2;
5) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2;
6) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2;
7) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2;
8) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2;
9) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2;
10) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2;
11) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2;
12) сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е2.
34. 1) Сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е2;
2) сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е2;
3) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2;
4) сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е2;
5) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2;
6) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2;
7) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2;
8) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2;
9) сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е2;
10) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2;
11) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2;
12) сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е2.
35. 1) Сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2;
2) сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е2;
3) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2;
4) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на ^5
5) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2;
6) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2;
7) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2;
8) сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е2;
9) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2;
10) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2.
36. 1) Сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2;
2) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2;
3) сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е2;
4) сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е2;
5) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на ^5
6) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2;
7) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2;
8) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2;
9) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2;
10) сходится неравномерно на Е\ и равномерно на ^5
11) сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е2;
12) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2.
37. 1) Сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2;
2) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2;
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3) сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е2;
4) сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е2;
5) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2;
6) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2;
7) сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е2;
8) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2;
9) сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е2;
10) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2;
11) сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е2;
12) сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е2.
38. 1) Сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2;
2) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2;
3) сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е2;
4) сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е2;
5) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2;
6) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2;
7) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2;
8) сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е2;
9) сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е2;
10) сходится неравномерно на Е\ и равномерно на Е2;
11) сходится равномерно на Е\ и неравномерно на Е2.
39. а > 2.

40. 1) Сходится неравномерно; 2) сходится неравномерно.

45. Нет.

50. Нет. Пример: ип{х) = (siri7rnx)/n.

§ 19. Свойства равномерно сходящихся функциональных

последовательностей и рядов

СПРАВОЧНЫЕ СВЕДЕНИЯ

1. Последовательности и ряды непрерывных функций.
1. Если последовательность {fn(x)} непрерывных на отрезке [а; Ь]

функций равномерно сходится на [а; Ь], то ее предельная функция f(x)
также непрерывна на отрезке [а; Ь].

(X)

2. Если все члены ряда ^^ип(х) — непрерывные на отрезке [а; Ь]
п=1

функции, а ряд сходится равномерно на [а; 6], то его сумма S(x) также

непрерывна на отрезке [а; Ь].
2. Интегрирование функциональных последовательностей

и рядов.

1. Если последовательность {fn{x)} равномерно сходится на отрез-
отрезке [а; Ъ] к функции /(ж), а каждая из функций fn(x) непрерывна на
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отрезке [а; 6], то для любого хо Е [а; Ь]
X X

ffn(t)dt=tff(t)dt,
XQ XQ

ОО

2. Если ряд V^ ип(х) равномерно сходится на отрезке [а; Ь], а каж-

71=1

дая из функций ип(х) непрерывна на отрезке [а; 6], то ряд

ОО X

^2 un(t)dt, где хо G [а; Ь],
п=1ж0

ОО

сходится равномерно на отрезке [а; 6] и ряд 22 ип(х) можно почленно

интегрировать, т. е.
п=1

X / ОО \ ОО Ж

XQ \ 71=1 / 71=1 Жд

3. Дифференцирование функциональных последователь-

последовательностей и рядов.

1. Если последовательность {fn(x)} дифференцируемых на отрез-

отрезке [а; Ь] функций сходится хотя бы в одной точке ж0 G [а;Ь], а после-

последовательность {fn(x)} сходится равномерно на [а; 6], то последова-

последовательность {fn(x)} сходится равномерно на отрезке [а; Ь] к некоторой
непрерывно дифференцируемой функции f(x) и

f'(x) = lim fL(x), x G [a;b].
n—^oo

2. Если функции ixn(x), n G А/, имеют непрерывные производные
ОО

на отрезке [а; 6], ряд V^i^(x) сходится равномерно на [а; 6], а ряд

71=1
ОО

2_^апух) yi)

71=1

сходится хотя бы в одной точке жо G [а;Ь], то:

а) ряд A) сходится равномерно на [а;Ь];
б) его сумма имеет непрерывную производную на [а;Ь];
в) ряд A) можно почленно дифференцировать, т. е.

,71=1 / 71=1
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ПРИМЕРЫ С РЕШЕНИЯМИ
оо

Пример 1. Доказать, что сумма ряда У^ж2е~пж непрерывна на

71=1

отрезке [0; 1], и найти эту сумму.

А Члены ряда непрерывны на отрезке [0; 1], а ряд сходится равно-

равномерно (§ 18, пример 3, 6)). Поэтому сумма S(x) этого ряда непрерывна

на отрезке [0; 1].
Используя формулу для суммы бесконечно убывающей геометри-

геометрической прогрессии со знаменателем е~ж, находим

Я(т) —
Х С

—

Х
т ^> П

При х = 0 члены ряда равны нулю, и поэтому 5@) = 0. А

Пример 2. Найти сумму S{x) ряда 2_\ — ?
а затем вы-

JiTl ~\ 1

V* (-1)"
числить сумму а ряда > )

J
.

*-^ бпBп + 1)

оо

А Рассмотрим ряд ^^(—1)пж2п. Этот ряд сходится на интервале

(—1,1), а его сумма 1/A + ж2). На отрезке [—q; q], где 0 < q < 1, ряд

сходится равномерно, а его члены — непрерывные функции. Интегри-
Интегрируя этот ряд почленно на отрезке [0;ж], где ж G (—1; 1), получаем

X ОО Ж

dt[ dt
- Vf-l)n ft2ndt

n=0

ИЛИ

п=0

Таким образом, S(x) = аг^ж. Полагая в B) ж = 1/л/З, получаем

оо -—

arctg —= = — = —= у^ —т—-—г 5 откуда а — . А
л/3 6 ^3^3^B71 + 1)'

JM
6

хп жп+1
Пример 3. Найти сумму ряда: 1) > —; 2) > — —

.

^—4 п ^—4
п[п + 1)

71=1 71=1

00
П

°°

А 1) Члены ряда ^ —
—

непрерывные функции, ряд У^ж71 ,
п=1 п=1

составленный из производных членов исходного ряда, сходится рав-

равномерно на отрезке [—q; q], где 0 < q < 1, а его сумма равна 1/A — ж),
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х Е (—1; 1). Дифференцируя почленно ряд

71=1

получаем

71=1

откуда

Jf'(t) dt = f{x) - /@) = J ^-t =

о о

Следовательно,

V^ хП

n=l

2) Дифференцируя почленно ряд

71=1

получаем ^

П=1

откуда, в силу C), находим д'{х) = — 1пA — х). Следовательно,
X X

jg'it) dt = д{х) - д@) = -J ln(l - t) dt,

x x

g(x) - g@) = I ln(l - t) d{\ -*) = (!-*) ln(l - t) [ + J dt,

или

о

откуда находим

~

хп+1

п=1

Заметим, что равенство D) справедливо при х G [—1;1], а ра-

равенство C) — при х G [—1; 1). А

ЗАДАЧИ
(X)

1. Доказать непрерывность суммы функционального ряда V^ un(x)
на множестве Е: п=1

1) ип(х) = ~у==,
Е= R; 2 ип(х) = arcsm , Е = R;
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з) ип(х) = 4^7= >
я = Р; 51; 4) и»(ж) = же~ ж>я = [°;

5) un(x) = 2™l

6) ип(х) = —= cosnx, ? = -;
—

.

л/?7/ L и О J

2. Доказать, что функция /(ж) = \ пе
пх

непрерывна при ж > О,
lr\5 n=i

и вычислить / f(x)dx.
In 2

3. Доказать, что функция /(ж) = V^ — —

непрерывна

на /?, и вычислить / f{x)dx.
71=1

4. Доказать, что функция /(ж) = ^~^ —7
—¦

непрерывна на /?, и

^ п=1
П(П + >

J f(x)dx.

J

пж

э, что функция j\x) = у j ^j—
2тг

ВЫЧИСЛИТЬ

о
оо

5. Доказать, что ряд /__д(^ + 1)хе~^п+1^х — пхе~пх) сходится не-

71=1

равномерно на отрезке [0; 1], однако его сумма
— функция, непрерыв-

непрерывная на этом отрезке.
оо

6. Доказать, что ряд 2_,(х — х2п) сходится неравномерно на

71=1

отрезке [—1; 1], но его можно почленно интегрировать на этом отрезке.

оо

7. Известно, что сумма S(x) ряда 2^ansinnx, где {ап} —задан-

71=1
ная числовая последовательность, является нечетной периодической с

периодом 2тг функцией, такой, что

1, если ж G @; тг),
0, если ж = 0 и ж = тг.

Верно ли, что этот ряд сходится неравномерно на /?Г

8. Найти множество Е всех значений ж, при которых определена

функция /(ж), и исследовать ее на непрерывность на Е, если:

2) /(*) = Ее" ж2cosпж;
71=1 71=1

ОО

\)П; 4) /(*) = ?^
71=1 71=1
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9. Найти множество Е всех значений ж, при которых определе-

определена функция /(ж), и исследовать ее на дифференцируемость на мно-

множестве Е, если:

Ё?т5; 2)/и

оо

4) я*) = Е г̂ + ж2
п=1

10. Доказать, что ряд N ~ можно дифференцировать
^^ га2 In (га + 1)

почленно на R. п~1

оо

11. Доказать, что функция /(ж) = V^ —

непрерывна на /?,

за исключением точек ж = n, n E Л/. n=1

оо

12. Доказать, что функция /(ж) = V^ —-— имеет непрерывную

производную на R. n=1

оо

13. Доказать, что ряд /(ж) = 2^ е~<уХ~п^ можно почленно диффе-
п=1

ренцировать на отрезке [—1; 1] любое число раз.
оо

14. Доказать, что дзета-функция Римана ((ж) = У^ — непрерыв-
^—' пх
п=1

на на множестве A;+оо) и имеет на этом множестве производные

любого порядка.

оо

15. Доказать, что функция /(ж) = ^ е~п х
бесконечно диффе-

дифференцируема при ж > 0. п=1

16. Доказать, что сумма ряда > непрерывна при ж ^ 0 и
*-^ 1 + п2

дифференцируема при ж > 0. п=1

17. Показать, что последовательность {/п(ж)}, где /п(ж) =

= пхе~пх
, сходится на отрезке [0; 1], но

1 1

ЛНт /(ж)) dx ф Нт / /п(ж) dx.
п—^оо / п—^оо J

О О

18. Показать, что последовательность {/п(ж)}, где /п(ж) =

= — arctgжn, сходится равномерно на /?, но

( lim fn(x))' ф lim /;A).
\ п—>-оо / ж=1 п—>-оо
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19. Показать, что последовательность {/п(ж)}, где

fn(x) = ж/A + пж2),
сходится равномерно на R к функции / и что равенство

f{x)=YimJ'n{x)
выполняется при всех ж, кроме х = 0.

20. Показать, что последовательность {/п(ж)}, где

fn(x) = х3 + - sinn(x + |J,
сходится равномерно на /?, но ( lim /п(ж)) ф lim fn[x).

21. Показать, что последовательность {/п(ж)}, где

сходится равномерно на R к дифференцируемой функции /(ж), но

22. Показать, что последовательность {/п(ж)}, где

/n(x)=nx(l-x2)n,
сходится на отрезке [0; 1] к непрерывной функции /(ж), но

1 1

lim / /п(ж) dx ф lim / /(ж) dx.
п—>-оо

0 0

23. Показать, что последовательность {/п(ж)}, где fn(x) =

= пхA - ж)п, сходится неравномерно на отрезке [0; 1], однако

1 1

lim fn(x)dx= / lim fn(x)dx.
n—>-oo J J n—>-oo

0 0

24. Выяснить, справедливо ли равенство

— dx — \ [ lim —

о

(X)

ЕЖarctg — почленно дифференцировать

на RT n=1

оо

26. Можно ли ряд 2^(х1^2п~1"> — ж1//(^2п+1')) почленно интегриро-

п=1

вать на отрезке [0; 1]Г
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27. Найти все значения а, при которых для последовательнос-

последовательности {/п(ж)}, где fn(x) = naxe~nx, выполняется равенство

1 1

lim fn(x)dx = ( lim fn(x)) dx.
n—>-oo У У V n—>-oo /

0 0

28. Может ли последовательность {fn(x)} разрывных функций

сходиться равномерно к непрерывной функцииГ
29. Пусть на множестве R определены и ограничены в совокупнос-

совокупности функции /п(ж), п е Л/, и, кроме того, fn(x) =4 /(ж), х е R. Следует
ли отсюда, что

lim sup fn(x) = sup /(ж)Г

30. Пусть функция / определена на /?, бесконечно дифференци-

дифференцируема и

|/(п)(ж) - /(п~1}| < 1/п2 для любого хе R.

Доказать, что lim f<yTl\x) = Сеж, где С = const.
п—>-оо

31. Пусть функция / бесконечно дифференцируема на /?, а по-

последовательность {f^n\x)} сходится равномерно к ip(x) на каждом

конечном интервале (а; Ь). Доказать, что ip(x) = Сеж, где С = const.

32. Показать, что последовательность {/п(ж)}, где

/ („\ - / sin2Gr/x), если ж G [1/(п + 1); 1/п],
/nW~\ $ [/( )/]О, если х $ [1/(га + 1);1/п],

сходится на R к непрерывной функции, но неравномерно.

33. Доказать, что если функции /п(ж), n E А/, непрерывны на мно-

множестве Е и /п(ж) =4 /(ж), х Е i?, то

lim /п(жп) = /(ж)
п—>-оо

для каждой последовательности {хп} такой, что хп Е Е, хп —> х при

п ->• оо, где х е Е.

34. Пусть {/п(ж)}
—

последовательность монотонных на отрез-

отрезке [а; 6] функций, сходящихся к функции /(ж), непрерывной на [а; Ь].
Доказать, что

35. Пусть функции /п(ж), n G А/, интегрируемы на отрезке [а; 6],
и пусть последовательность {/п(^)} равномерно ограничена на [а; 6],
т. е.

ЗМ > 0 Уже[а;6] Vn G /V: |/п(ж)| ^ М.

Показать, что из последовательности {Fn(x)}, где

^п(ж) = jfn(t)dt, xe [а;Ь],
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можно выделить подпоследовательность {Fnk(x)}, равномерно сходя-

сходящуюся на отрезке [а; Ь].
\—> х(п(п + 1)ж2 1)

36. Показать, что ряд > - \ \ч ,—— \п оч сходится нерав-^-^ A + п2ж2)A + (п + 1Jж2)

номерно на отрезке [—1; 1], но его сумма непрерывна на этом отрезке.

оо

о^ тт V^ sin 2 тгж ,-,
37. Показать, что ряд у, п— сходится равномерно на к, но

71=1
его нельзя почленно дифференцировать ни в каком промежутке.

38. Доказать, что:
^ 2

л\ ^i ot \ V^ sin2n x D

1) при а > 1 сумма о(х) ряда > ^— непрерывна на к;
^—f an
п=1

2) при а > 2 этот ряд можно почленно дифференцировать;

3) при а е A;2) функция S(x) не дифференцируема.

39. Пусть rn, n G А/, — рациональные числа отрезка [0;1]. Пока-

Показать, что функция

п=1

непрерывна на отрезке [0;1], дифференцируема в иррациональных

точках и недифференцируема в рациональных точках этого отрезка.

40. Найти предел:

л\ у ^Г х"
o^ г V^ (-!)П хП

п=1 га=1

оо оо

3) lim У(хп+1-хп); 4) lim V ^—
2ппх

П=1 П=1

41. Пусть функции ип(х), п е А/, непрерывны на отрезке [а; Ь] и

оо

п(^) > 0, ж G [а; Ь], n G А/. Показать, что если ряд V^ ^n(^) сходится

71=1

на [а; 6] к функции /(ж), непрерывной на этом отрезке, то

п=1

42. Пусть <р(ж) — периодическая с периодом 1 функция такая, что

(р(х) = |ж| при х G [—1/2; 1/2]. Показать, что сумма ряда

4
п=1

непрерывна на /?, но не дифференцируема ни в одной точке х G R.
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43. Последовательность {fn(x)} называется равностепенно непре-

непрерывной на отрезке [а;Ь], если

Уг>0 36 > 0 Vx',x"e[a;b\ \x'-x"\<6 Vn e N:\fn(x') - fn(x")\ < е.

Доказать, что если последовательность {fn(x)} непрерывных

функций равномерно сходится на отрезке [а;Ь], то она равномерно

ограничена (см. задачу 35) и равностепенно непрерывна на отрез-

отрезке [а; Ь].
44. Доказать, что если последовательность {fn(x)} равномерно

ограничена и равностепенно непрерывна (см. задачу 43) на отрез-

отрезке [а;Ь], то из нее можно выделить подпоследовательность, равномер-

равномерно сходящуюся на этом отрезке (теорема Арцела).

ОТВЕТЫ

2. 3/4. 3. тг/2. 4. тг. 7. Да.

8. 1) Е — [е-1;е], / непрерывна на Е;
2) Е = /?, / непрерывна на Е;
3) Е = (—1; 1), / непрерывна на Е; 4) Е = /?, / непрерывна на

9. 1) Е = /?, / дифференцируема на Е;
2) Е = [0,+оо), / дифференцируема на Е;
3) Е = /?, / дифференцируема на i?;
4) Е = /?, / дифференцируема на i?, за исключением х = 0.

24. Нет. 25. Да. 26. Да. 27. а < 2.

28. Может. Пример:
- / ч 1 / \ / \ ГО, если х иррационально,
fn(x) = - q(x). где <7(ж) = <

'

п [1, если х рационально,

29. Да.

40.1) ^; 2) -^1п2; 3) -1; 4) 1.

§ 20. Степенные ряды

СПРАВОЧНЫЕ СВЕДЕНИЯ

1. Радиус сходимости и круг сходимости степенного ряда.

Функциональные ряды вида

п=0

где сп (п = 0,1,2,...) и а
—

заданные комплексные числа, ? — комп-

комплексное переменное, называются степенными рядами. Числа сп назы-

называются коэффициентами степенного ряда A).
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Полагая в A) ? — а = z, получим ряд

п=0

CnZ B)

исследование сходимости которого эквивалентно исследованию сходи-

сходимости ряда A).
Теорема 1 (Абеля). Если степенной ряд B) сходится при z =

= zq ф О, то он сходится и притом абсолютно при любом z таком,

что \z < а если этот ряд расходится при z = z\ ф О, то он

расходится при всяком z, для которого \z\ > z\\
Теорема 2. Для всякого степенного ряда B) существует R (Д ^

^ О — число или +оо) такое, что ряд B) абсолютно сходится в круге
К = {z: \z\ < R}, если ЯфО, +оо.

Этот круг называется кругом сходимости степенного ряда, а Л —

радиусом сходимости этого ряда.

Если R = 0, то ряд B) сходится в одной точке z = 0, а если R =

= +оо, то этот ряд сходится во всей комплексной плоскости. В точках

границы круга К ряд B) может как сходиться, так и расходиться.

В любом меньшем круге К\ — {z : \z\ ^ р < R} ряд B) сходится

абсолютно и равномерно.

Для степенного ряда

C)
п=0

круг сходимости К имеет вид К = {z : \z — а\ < R}.
Теорема 3 (Абеля). Если R — радиус сходимости степенного

ряда B), причем 0 < R < +оо, и если этот ряд сходится при z = R,
то он сходится равномерно на отрезке [0; Д], а его сумма непрерывна

на этом отрезке.

Для радиуса сходимости Д степенного ряда C) справедлива фор-
формула Коши-Адамара:

D)

Если существует (конечный или бесконечный) lim
Сп+1

ТО

R= lim
n—>-oo

Сп

Сп+1

а если существует (конечный или бесконечный) lim

Для степенного ряда

— = lim
R п—уоо

n=0

E)

F)

G)
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где ап (п = 0,1, 2,...), хо
—

заданные действительные числа, х — дей-
действительное переменное, существует R (R ^ 0 — число или +оо) та-

такое, что при R^Oj +00 ряд G) абсолютно сходятся, если |ж — жо| < R,
и расходится, если |ж — жо| > R. Интервал (жо — R; хо + R) называют

интервалом сходимости, a R — радиусом сходимости ряда G).
Радиус сходимости ряда G) совпадает с радиусом сходимости ряда

оо

2^ an(z — жо)п, где z — комплексное переменное. При R = 0 ряд G)
п=0

сходится лишь в точке х = жо, а при R = оо
—

при всех х Е /?.

Исследовать степенной ряд G) на сходимость
— значит найти его

интервал сходимости и выяснить, сходится или расходится этот ряд в

концах его интервала сходимости. Область сходимости степенного ря-

ряда G) состоит из его интервала сходимости и, быть может, некоторых

граничных точек этого интервала.

2. Регулярные функции. Функция комплексного переменно-

переменного f(z) называется регулярной (однозначной аналитической, голоморф-
голоморфной) в точке а, если она определена в некоторой окрестности точ-

точки а и представима в круге \z — а\ < р, где р > 0, сходящимся к f(z)
степенным рядом: ^

f(z) = ^^ an(z - a)n. (8)

Отметим, что любой многочлен

k=0

— функция, регулярная в каждой точке комплексной плоскости. Ра-

Рациональная функция D
, ч

где Рп и Qm — многочлены степени пит соответственно, регулярна

в каждой точке а, где Qm(a) ф 0.

В теории функций комплексного переменного доказывается (см.,
например, [14]), что на границе круга сходимости степенного ря-

ряда (8) лежит хотя бы одна "особая" точка его суммы f(z). Отсюда
следует, что радиус степенного ряда (8) равен расстоянию от точки а

до ближайшей к а особой точки функции f(z).
В частности, если „ , ,

где многочлены Рп и Qm не имеют общих корней, то для этой функ-
функции радиус сходимости R степенного ряда (8) равен расстоянию от

точки а до ближайшего к этой точке корня многочлена Qm(z), т. е.

R = min \zk - a|, (9)
l<k<m
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где Zk (z = l,2,...,m) — корни многочлена Qm(z).
3. Дифференцирование и интегрирование степенного ряда.

Вычисление суммы ряда. Если степенной ряд

A0)
п=0

где ап, хо
—

заданные действительные числа, х — действительное

переменное, имеет радиус сходимости R > 0, то:

1) в интервале сходимости (жо — R; хо + R) функция / имеет про-

производные любого порядка, получаемые почленным дифференцирова-
дифференцированием ряда A0);

2) внутри интервала сходимости этот ряд можно почленно интег-

интегрировать, т. е.

(х
—

хо) ,

td. ^ | т./
П=0

3) степенные ряды, получаемые из ряда A0) при почленном диффе-

дифференцировании и интегрировании, имеют тот же радиус сходимости,
что и ряд A0).

ПРИМЕРЫ С РЕШЕНИЯМИ

Пример 1. Найти радиус сходимости R степенного ряда:

п °°п °°/\п
*

; 2) V *-¦ 3) V {Ц?-гп; 4)
0 l

V 5

А 1) Так как существует

Сп
lim

Cn+1 n-^oo nz

то по формуле E) находим R = 1.

2) В этом случае

= limlim
П—Y(X>

СП

Cn+1 n-^oo n!

= +оо,

и поэтому Л = +оо (формула E)).
3) Так как |1 + г\ = л/2 и существует

то по формуле F) получаем R = у/2.
4) Обозначим 5z3 = ?; тогда

п=0 п=0
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oo

Заметим, что ряд V^ tn сходится, если \t\ < 1, и расходится, если

п=0 °°

\t\ > 1. Следовательно, ряд 2^ 5nz3n сходится, если 5\z\3 < 1, т. е.

п=0

при \z\ < l/v^S, и расходится при \z\ > 1/\/Ъ. Итак, радиус сходимос-

сходимости ряда R = 1/ \/Ъ. Заметим, что R можно найти и по формуле D).
В самом деле, так как

= lim
п—>-оо

то по формуле D) получаем R = 1/ \/b. A

Пример 2. Найти область сходимости степенного ряда:

А 1) По формуле E) находим радиус сходимости ряда R = 1. Ряд

сходится в интервале @;2). При х = 2 ряд расходится, так как для

его n-го члена ап справедлива асимптотическая формула ап ~ 2/(Зп).
При х = 0 получаем сходящийся по признаку Лейбница ряд

^ + 1 / -|\
Зп2 + 2 l ;

71=1

Следовательно, область сходимости ряда
—

полуинтервал 0 ^ х < 2.

2) Радиус сходимости ряда равен 1/2 (формула E)). При х = —3/2
и х = —1/2 ряд абсолютно сходится, так как по интегральному при-

признаку сходится ряд
оо

^ nln2(n+l)
'

п=1
у /

Поэтому область сходимости ряда
—

отрезок [—3/2; —1/2].
3) По формуле D) находим, что радиус сходимости ряда R = 1/3.

При х = ±1/3 ряд расходится (не выполняется необходимое усло-
условие сходимости). Следовательно, область сходимости ряда

—

интервал

(-1/3; 1/3). ^

Пример 3. Пользуясь формулой (9), найти радиус сходимости R

степенного ряда (8), для функции f(z):

,a = 3; 2)/W=(/+1)y+2)' a =

03)/(*)= 3г4 + 7,2 + 2

А 1) Многочлен z2 — 4 имеет корни z\ =2, z^ = —2, а наименьшее

из чисел \zk — а\ = \zk — 3|, /с = 1, 2, равно |2 — 3| = 1. Поэтому R = 1.

2) Многочлен B + 2)(z2 + 1) имеет корни z\
= —2, 2:2 = г, 2:3 = —г,

причем |^i — 1| = 3, \z2 — 1| = |^з — 1| = л/2- Поэтому Л = у/2.
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3) Из равенства 3z4 + 7z2 + 2 = Cz2 + l)(z2 + 2) следует, что мно-

многочлен 3z4 + 7z2 + 2 имеет корни z\ — г/л/3, z2 = —г/л/3, z3 = г л/2,
z4 = —гл/2. Так как

min |^ — а| = min |^| = 1/л/З,

то Л = 1/л/З. А
оо

Пример 4. Найти сумму ряда У^ пжп.

71=1
(X)

А Рассмотрим ряд У^жп. Этот ряд сходится, если |ж| < 1 (его
71=1

радиус сходимости R = 1), а сумма ряда равна х/A — х). Дифферен-
Дифференцируя почленно ряд

X

71=1

получаем оо

Е
откуда оо

пхп~х =

п=1

Степенные ряды можно использовать при вычислении сумм чи-

оо

еловых рядов. Если известно, что ряд V^ an сходится, то его сумму

можно найти по формуле п=0

(X)

an= lim ^апжп. A1)

Пример 5. Доказать, что:

п=0

2) Е^=Ь2- A3)
71=1

оо
2п+1

А 1) Рассмотрим степенной ряд V^ -— . Его сумма равна

п=0

arctgx (§19, пример 2). Радиус сходимости этого ряда равен 1, в

точке х = 1 ряд сходится (признак Лейбница). Применив формулу
A1), получаем равенство A2).

v^ xn
2) Рассмотрим ряд у, — = ~ 1пA — ж), полученный в § 19

71=1
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(пример 3). Отсюда следует, что

~ ' 1Л"~1""

-х). A4)
71=1

Так как этот ряд сходится при -1 < х ^ 1, то из A4) по формуле A1)
следует равенство A3). А

ЗАДАЧИ

Найти радиус сходимости R степенного ряда A-5).

п=0 п=0 п=0

оо оо оо

2.1) ?2^-3)"; 2) ?(-?=)"; 3) ?
n=l n=l

V
п=1

b

71=1 71=1 71=1

ОО ОО

4) > -— ,.v /
—

,
fe G /V; 5) > n! zn-;y

^ n!(n + l)L.(n + fc-1)!
' ' }

Z-^
'

oo

6)
71=1

°° ^ " °°

2ncos(
4. i) 2^n(C0S-J ^; 2)

n=l n=l

ОО

3) S((l-I)"arrt6e-»),2 + ir; 4)

71=1 71=1

OO о OO

л\ ^ 2 i ^^* 2l 7

n=l n=l

oo

())
n=l n=l
oo oo

5) ^(l + arctg^±i)% + 2J; 6) ^ (incos ?)*».
l l

3)
^ C -
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6. Найти интервал сходимости степенного ряда:
оо оо

2

+ l)n; 2) ? (sin ^)(х - 3)";
171=1

00
71=1

71=1
(X)

71=1

71=1 71=1

Найти радиус сходимости Л и интервал сходимости степенного ря-

ряда, исследовать ряд на сходимость и абсолютную сходимость в концах

интервала сходимости G-11).

71=1

5" + (-3)"

71=1

3)

5)

/2п + 1 - \/2п -

71=1
ОО

2) V (Ж + 1)П in
3n~2

.

~[ у/п + 1
П
Зп + 2

'

оо

(х + 3)п; 4) ^( л/а - 1)жп, а > 0;
71=1

(x-lJn; 6)
П=0 71=1

71=1

71=1
оо

71=1

71=1 и=1
>+1)

10.

71=1 71=1

71=1
ОО

4)
71=1

Е
71=1

а(а-1)...(а- (п - 1))



§20. Степенные ряды 401

n=l

11 n Y^
°

'

(т - nn- 2) \
'
K~4"

'

rn-

, sm n .

n=l n=l

5) V^ A — ж)п, v(n) — число цифр числа п.

п=1

12. Найти область сходимости степенного ряда:

~р^— , а ^ и: о) / —7т х , а ^ J..

13. Определить область сходимости гипергеометрического ряда

, , <^± Л , «(« + 1H@ + 1) 2
.

1+
1-7

+
1-2-7G + 1)

... -|- хп -\- ...

Исследовать ряд на сходимость и абсолютную сходимость в концах

интервала сходимости.

14. Найти область сходимости ряда:
(X) ОО

1) Et-^vin+ir 2) ?
п=1 п=1

оо оо

15. Пусть радиус сходимости степенного ряда *S^cnzn равен R.

Найти радиус сходимости степенного ряда: п=°

1) ? <?*", Л е /V; 2) ? с^", fc € Л/; 3) ^ ^^ г".

п=0 п=0 п=0
' П|

(X)

16. Пусть радиусы сходимости степенных рядов ^ апхп и

п=0

&n^n равны i?i и i?2 соответственно. Найти условие, которому

должен удовлетворять радиус сходимости R степенного ряда:
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&n)^n; 2)

17. Доказать, что степенной ряд ^~^ап(ж — жо)п сходится раВНО-

мерно на любом отрезке, лежащем внутри его интервала сходимости.

18. Пусть
I = lim

n—>-oo

an
= lim

n—>-oo

i? — радиус сходимости степенного ряда

l^R^L. n=o

оо

19. Доказать, что степенные ряды V^ anz

Доказать, что

п=0

п=1

nanz имеют один и тот же радиус сходимости.

20. Доказать, что если функция f(z) представима в круге z —

— zo\ < R, где R > 0, сходящимся к ней степенным рядом f(z) =

,
то:

п=0

1) для n-го остатка этого ряда справедлива асимптотическая фор-
формула оо

Уп\%) — / Сп\% %0) О\\^ %0) ) 1

k=n+l

rn(z)
т. е.

(z -
0 при z -> z0;

2) коэффициенты сп степенного ряда определяются однозначно

(единственность разложения регулярной функции в степенной ряд).

21. Найти радиус сходимости R степенного ряда f(z) =
если: п=о

22. Найти радиус сходимости R степенного ряда

1

не находя коэффициентов an, если:

1) Р(х) = ж2 - х - 2, ж0 = 0; 2) Р(ж) = ж2 + 1, ж0 = -1;
3) Р(х) = ж2 — х — б, жо = 1; 4) Р(ж) = ж2 — ж + 1, жо = 2;
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5) P(x) = 2x2 + Зх - 2, xo = -1/2; 6) Р(ж) = ж3 - 8, x0 = -3.
оо

23. Доказать, что если степенной ряд V^ cnzn сходится в точ-

п=0
ке zo ,

то он равномерно сходится на отрезке, соединяющем точку

z = 0 с точкой z = zo.
оо

24. Пусть сходится ряд 2^ ап и ^ — его сумма. Обозначим

п=0

5 = an + &\ + ... + ап (п = (J, 1, 2,...), сг = .

4 п
п+1

Доказать, что:
^

1) для всех х G @; 1) сходится ряд У^ап/;
п=0

2) для всех х таких, что |ж| < min(l;i?), где R
—

радиус сходи-
оо

мости ряда Van/, выполняются равенства

п=0
оо оо оо оо

п=0 п=0 п=0 п=0

оо оо
^

ft (л \2 \ Л
/ -1 \ п

(п = 0,1,2,...)
ОО

25. Доказать, что если ряд 2_^ап сходится и его сумма равна 5,
то существует

™=о

lim У апхп = S.

Справедливо ли обратное утверждениеГ

26. Пусть ап ^ 0 (п = 0,1, 2,...) и существует

оо

оо

lim У^ апхп = S.

Доказать, что 2_^ anRn
— S.

п=0 оо

27. Доказать, что если степенной ряд ^ апхп сходится при х G

lim = 0, lim
п—^оо П х—^1—0 -

п=0

п=0
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оо

28. Пусть радиус сходимости степенного ряда У^ anxn равен 1 и

ап > 0 (п = 0,1, 2,...). Доказать, что: п=°

1) если сумма f(x) этого ряда ограничена на промежутке [0; 1), то

оо оо

ряд ^ап сходится и lim f(x) = У^ ап;

n=0
^

п=0

2) если ряд У^ ап расходится, то lim fix) = +оо.

п=1
оо

29. Пусть степенной ряд ^~^ апжп сходится на интервале @; 1),
п=0

а его сумма равна /(ж). Если существует lim f(x) = А, то гово-
оо х—^1—0

рят, что ряд V^ an суммируем методом Пуассона-Абеля, а число А

п=0

называют "обобщенной (в смысле Пуассона-Абеля) суммой11 данного

числового ряда.

Показать, что следующие ряды суммируемы по методу Пуассо-
Пуассона-Абеля, и найти соответствующие обобщенные суммы:

(X) (X)

П=0 71=1

ОО

3) V^ sinn#, — тг ^ в ^ тг.

п=1

оо

30. Доказать, что если ряд 2^ ап суммируем по методу средних

арифметических (см. задачу 47 из § 16), то он суммируем и по методу

Пуассона-Абеля к той же сумме (теорема Фробениуса).
оо оо

31. Доказать, что если ряды V^ ап и V^ Ьп суммируемы по ме-

тоду Пуассона-Абеля к суммам А и В соответственно, то и ряд
оо

(aofrn + сцЬп-i + ••• + CLn-ibn + апЬо), т. е. произведение данных ря-

дов, суммируем по методу Пуассона-Абеля к сумме АВ.

32. Пусть ап > 0, Ъп > 0, Vn G N. Доказать, что:

оо

1) если lim —^ = А и ряд 7^ an расходится, то
п-^оо On

*-^

п=1
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2) если lim —^ = А, где Ап = У^ ак, Вп = \^ Ьк, и если ряд

jfe=l jfe=l

Ап расходится, то

п=1 °° оо

G
п=1 ' п=1

ОТВЕТЫ

1. 1)Д = 1; 2) Л =1/3; 3) R = 2; 4) Л = 4; 5) R = 0; 6)Д = е3.
2. 1) R = 1; 2) R = оо; 3) Л = е;

4)Д = оо; 5)Д = 1/^2; 6) Д = л/З.
3. 1) Д = 4; 2) Д = оо; 3) Д = оо; 4) Д = к~к; 5) Д = 1; 6) Д = 1.

4. 1) Д = е; 2) Д = 1/2; 3) Д = е; 4) Д = е2; 5) Д = 1/е; 6) Д = 9.

5. 1) Д= 1/Dл/2); 2)Д=^2; 3)^ = 2^/2/3; 4) Д = 1.

6. 1) -2 < ж < 0; 2) 1 < ж < 5; 3) 1 - д/ё/^ < ж < 1 + vW^;
4) 0 < х < 6; 5) тг/б < ж < тг/2; 6) -К ж < 1.

7. 1) Д = 1, 0 < ж < 2, при ж = 0 и ж = 2 абсолютно сходится;

2) Д = 3/2, -7/2 < ж < -1/2, при ж = -7/2 и ж = -1/2 расходится;

3) Д = 1, -1 < ж < 1, при ж = 1 сходится условно, при ж = -1

расходится;

4) Д = 1, — 1 < ж < 1, при ж = — 1 и ж = 1 сходится условно;

5) R = 3, —2 < ж < 4, при ж = —2 сходится условно, при ж = 4

расходится;

6) Д = 1, -3 < ж < —1, при ж = -3 и ж = -1 расходится.

8. 1) R = 1/5, —1/5 < ж < 1/5, при ж = —1/5 сходится условно,

при ж = 1/5 расходится;

2) R = 1, -2 < ж < 0, при ж = -2 и ж = 0 сходится абсолютно;

3) Д = 1, —4 < ж < —2, при ж = —4 и ж = —2 сходится абсолютно;

4) R = 1, -1 < ж < 1, при ж = -1 сходится условно, при ж = 1

расходится;

5) Д = 1/л/З, 1 - 1/л/З < ж < 1 + 1/л/З, при ж = 1 ± 1/л/З расхо-

расходится;

6) R = 1/4, —5/4 < ж < —3/4, при ж = —5/4 и ж = —3/4 расходится.

9. 1) Д = 1/2, -5/2 < ж < -3/2, при ж = -5/2 и ж = -3/2 расхо-

расходится;

2) R = 1, —4 < ж < —2, при ж = —4 и ж = —2 сходится абсолютно;

3) R = е, -е < ж < е, при ж = ±е расходится;

4) R = 1, 0 < ж < 2, при ж = 0 и ж = 2 расходится;

5) Д = 1/3, -4/3 < ж < -2/3, при ж = -4/3 и ж = -2/3 расходится;

6) Д = 1/3, -1/3 < ж < 1/3, при ж ± 1/3 расходится.
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10. 1) Д = 1, 0 < ж < 2, при ж = 0 сходится абсолютно, если а > 1,
и условно, если 0 < а ^ 1, при ж = 2 сходится абсолютно, если а > 1,
и расходится, если а ^ 1;

2) Д = 1, —1 < ж < 1, при ж = —1 сходится абсолютно, если а > 2,
и условно, если 0 < а ^ 2, при ж = 1 сходится абсолютно, если а > 2,
и расходится, если а ^ 2;

3) Д = min(l/a; 1/6), —Д < ж < Д, при ж = —Д сходится абсолютно,
если а < Ъ, и условно, если a ^ 6, при ж = Д сходится абсолютно, если

а < 6, и расходится, если а ^ Ь;

4) Д = тах(а; 6), —Д < ж < Д, при ж = ±Д расходится;

5) Д = 1, —1 < ж < 1, при ж = —1 сходится абсолютно, если а ^ 0,
и расходится, если a < 0, при ж = 1 сходится абсолютно, если а ^ 0,
и условно, если -1 < а < 0;

6) Д = 2a, -2a + 1 < ж < 2а + 1, при ж = -2а + 1 сходится абсо-

абсолютно, если а > 2, и расходится, если а ^ 2, при ж = 2а + 1 сходится

абсолютно, если а > 2, и условно, если 0 < a ^ 2.

11. 1) Д = 1, 0 < ж < 2, при ж = 0 и ж = 2 сходится абсолютно;

2) Д = 1, —1 < ж < 1, при ж = ±1 сходится условно;

3) Д = 0, ж = 0;

4) Д = 1, 0 < ж < 2, при ж = 0 расходится, а при ж = 2 сходится

условно;

5) Д = 1, 0 < ж < 2, при ж = 0 расходится, а при ж = 2 сходится

условно.

12. 1) -1<ж< 1;

2) если а > 1, то 0 ^ ж ^ 2, а если а ^ 1, то 0 < ж < 2;

3) —оо < ж < +00.

13. Интервал сходимости —1 < ж < 1, при ж = — 1 сходится аб-

абсолютно, если j—(a + /3) > 0, и сходится условно, если — 1 < 7—

-(а + /3) ^0, при ж = 1 сходится абсолютно, если j
- (а + /3) > 0, и

расходится, если j
— (а + C) ^0.

14. 1) е-3 < ж ^ е3; 2) ж > 0; 3) |ж - 1| > 1/2; 4) ж > -1;

5) тг/3 + тгк < х < 2тг/3 + 7Г&, fe G Z; 6) |ж - тг&| < тг/4, fe G Z.

15. 1) Rk; 2) \/Д; 3) тах(Д;1).
16. 1) Д ^ min(fli; Д2); 2) Д ^ ДхДз.

21. 1) Д = |а|; 2) Д = VR; 3) Д = 1/л/З; 4) Д = 1/л/2.
22. 1) Д = 1; 2) Д = л/2; 3) Д = 2; 4) Д = л/3; 5) Д = 1; 6) Д = л/7.
25. Нет.

29. 1) А = 1/2;
О, если в ф 0, з) А - J^1/2H^^/2)' если 0 ^ °>

+00, если 0 = 0; ^ ~~

| 0, если 0 = 0.
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§ 21. Ряд Тейлора

СПРАВОЧНЫЕ СВЕДЕНИЯ

1. Понятие ряда Тейлора. Остаточный член ряда Тейло-

Тейлора. Если функция / определена в некоторой окрестности точки ж0 и

имеет в точке хо производные всех порядков, то степенной ряд

п=0
(x-xo)n A)

называется рядом Тейлора функции / в точке хо.

В случае, когда ж0 = 0, ряд A) называют рядом Маклорена.
Если функция / регулярна в точке жо, т. е. представляется в неко-

некоторой окрестности точки хо сходящимся к этой функции степенным

рядом ^

f(x) = ^2ап(х -хо)п, \х-хо\<р, р > 0,
п=0

то функция / бесконечно дифференцируема в окрестности точки ж0

и в этой окрестности равна сумме своего ряда Тейлора A), и, сле-

следовательно, коэффициенты ап степенного ряда задаются формулами

ао = /Оо), ап = f^-, n G N.

Обратное неверно: существуют функции, бесконечно дифференци-

дифференцируемые в окрестности точки жо, ряд Тейлора A) для которых не схо-

сходится при х ф хо к f(x). Обозначим

Sn(x) = ? ^^ (х - хо)\ rn(x) = f(x) - Sn(x)

и назовем гп(х) остаточным членом ряда Тейлора для функции f в

окрестности точки х0 (или в точке жо). Тогда если функция

/(п+1)(ж) непрерывна на интервале А = (жо — S,xo + S), то для лю-

любого х G А остаточный член можно представить:

а) в интегральной форме

rn(x)= L

XQ

б) в форме Лагранжа
(

где ? принадлежит интервалу с концами хо и ж;

в) в форме Коши
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Теорема. Если функция f и все ее производные ограничены в сово-

совокупности на интервале А = (ж0 — 8;xo+S), т. е. существует такая

постоянная М > 0, что для всех х Е А и для п = 0,1,2,... выпол-

выполняется неравенство \f<yTl\x)\ ^ M, то функция f представляется в

каждой точке х Е А сходящимся к ней рядом Тейлора:

^p-x0)n. B)
п=0

2. Разложение основных элементарных функций в ряд

Маклорена.
1. Показательная функция:

n=0

2. Гиперболические функции:
v>2n

n=0

„2n+l

3. Тригонометрические функции:

n=0

оо
,

Ряды C)-G) сходятся для всех ж G (—оо;оо), т. е. радиус сходи-

сходимости каждого из этих рядов равен +оо.

4. Степенная функция:

71=1

гп _
а(а- 1)...(а - (п - 1))

Если а/0, а ф к, (^ G /V), то радиус сходимости ряда (8) равен 1.

Важные частные случаи формулы (8):

п=0

оо

—!— = у(-i)nxn. (io)
n=0
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5. Логарифмическая функция:

(_1)п-1жп
n

, A1)
"=1

оо

^- A2)
71=1

Радиус сходимости каждого из рядов (9)—A2) равен 1.

3. Приемы и методы разложения функций в ряд Тейло-

Тейлора. Способы нахождения коэффициентов ряда Тейлора аналогичны

рассмотренным в [1, §18]. Отметим, что обычно коэффициенты ря-
ряда Тейлора находят с помощью формул C)—A2), применяя различные
приемы: представление данной функции в виде суммы более простых

функций, замена переменной, почленное дифференцирование и интег-

интегрирование ряда, метод неопределенных коэффициентов и др.

Например, формулу A1) можно получить почленным интегриро-

интегрированием ряда A0). В §19 (пример 2) было доказано с помощью почлен-

почленного интегрирования ряда = V^(—1)пж2п, что

^ (_1)п 2п+1

п=0

Радиус сходимости ряда A3) равен 1.

Аналогично, почленно интегрируя ряд

получаем ряд

arcsin х = х +

n=i
^-"'--

-"

¦

радиус сходимости которого равен 1.

4. Элементарные функции комплексного переменного. По-

Показательная, гиперболические и тригонометрические функции для

комплексных z определяются соответственно формулами

ez =

п=0
оо

п=0

2п+1

п=0
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smz = у

Ряды A4)-A8) сходятся во всей комплексной плоскости (радиус
сходимости каждого из этих рядов равен +оо). Заменяя в равенст-

равенстве A4) z сначала на iz, а затем на —iz, получаем

p

n=0 n=0

Так как

i2k = (-i)\ i2k+1 = (-i)ki (k e /V),
TO

eiz+e~iz =v^ (-l)nz2n eiz-e~iz
= y. (-l)nz2n+1

2 ^2
~ 2^ Bn)!

'

2г
~ ^ Bn + l)!

'

n=0
V У

n=0
V У

откуда, используя формулы A7) и A8), получаем

eiz+e~iz . eiz-e-iz
,inv

cosz= , sin 2;= . A9)

Из равенств A9) следует, что

elz = cos z + г sin z. B0)
Отметим, что для любых комплексных z\ и z^ справедливо ра-

равенство

е^е*2 =eZl+z\ B1)
которое можно доказать с помощью почленного перемножения рядов.
Из равенства B1), в частности, следует, что если z = х + iy, где ж,

у
— действительные числа, то

Отсюда, используя формулу B0) при z = у, получаем

ez = ex(cosy + г smy). B2)
Из равенства B2) следует, что

е^+2тгг _ ez

т. е. е2 — периодическая функция с периодом 2ттг. Поэтому для каж-

каждого комплексного z ф 0 уравнение

ew = z B3)
имеет бесчисленное множество решений вида

w = wo + г2тгп,

где n G Z, a i/jo
—

одно из решений уравнения B3). Если

w = и + iv,

то

z — ew — еи (cos г? + г sin г?),
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откуда

\z\ = еи, u = \n\z\, arg z = v.

Пусть ip
— какое-нибудь значение аргумента числа z\ тогда

v = ip + 2тгп, п G Z.

Таким образом, все решения уравнения B3) (их обозначают символом

Lnz) задаются формулой

Lnz = 1гф| +г((р + 2тгп), nGZ. B4)

Уравнение B3) можно рассматривать как равенство, которое

определяет функцию w = w(z), обратную к показательной функ-
функции ez. Из B4) следует, что функция w(z) = Lnz (логарифмическая
функция) является многозначной.

Если значения аргумента числа z выбирать на полуинтервале

(—тг;тг], то значение Lnz определится однозначно. Однозначная функ-

функция, ставящая в соответствие числу z указанное значение Lnz,
обозначается lnz. Итак, если

z = r(cos(p + г sin у?), где
— тг < ip ^ тг,

то

\nz = In r + г<р. B5)
Из равенства B5) следует, что если z = х + iy и -тг < у ^ тг, то

Если |г - 1| ^ 1, z ф 0, то функцию lnz можно разложить в степен-

П=1

Заменив в этом разложении z на z + 1, получим

^ , *^-1. B6)
п=1

Отметим еще, что если

Zl =nei^1, z2 =г2е^2,
где —тг/2 < ipi ^ тг/2, —тг/2 < (р2 ^ тг/2, то

= ln^i - In22.

5. Решение дифференциальных уравнений с помощью сте-

степенных рядов. Рассмотрим дифференциальное уравнение

у" +р(х)у' + q(x)y = f(x), B7)
и будем искать решение этого уравнения, удовлетворяющее началь-

начальным условиям

у(х0) = 2/о, у'(хо) = 2/ь B8)
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где жо, уо, у\
—

заданные числа [задача Коши). Если функции р, q,

/ представляются степенными рядами вида

п=0

сходящимися к этим функциям в некоторой окрестности точки хо

(регулярны в точке жо), то существует единственное решение задачи

Коши B7), B8), представимое в виде степенного ряда

7 (rp _ ryXn (9Q\

n=0

сходящегося в некоторой окрестности точки жо-

Находя из равенства B9) с помощью дифференцирования степен-

степенные ряды для у'', у", подставляя в уравнение B7) вместо у, у1, у"', р,

q, / их разложения в степенные ряды и производя соответствующие

арифметические действия над степенными рядами, запишем уравне-

уравнение B7) в виде равенства двух степенных рядов. Из полученного ра-
равенства можно последовательно найти коэффициенты ряда B9) и тем

самым решить задачу Коши.

6. Нахождение сумм рядов и интегралов. Различные способы

вычисления сумм числовых и функциональных рядов рассмотрены в

§ 13, 19, 20. При вычислении сумм числовых рядов иногда удается

представить ряд в виде линейной комбинации известных рядов:

C0)
71=1

п

оо

71=1

ОО

\^

оо

V

1

Bп-

v(-l)

7Г

6

iJ

7Г2
8

'

7Г

Ъ^\ 4
71=1

Равенства C0) и C3) доказаны в §20 (пример 5), а равенства C1)
и C2) можно получить, например, с помощью ряда Фурье для функ-
функции х2 (см. задачу 45 из § 22).

ПРИМЕРЫ С РЕШЕНИЯМИ

Пример 1. Используя формулы (8)—A0), доказать, что:

оо

L i; C4)
n=0
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2) A-хJ =2^(п + 1)ж"' \х\<1' C5)

оо

3) = 1 + у
— ж п, |ж| < 1;

4) чЯТ^=1 + ^ + е^^^ж2и' |ж|<1- C7)
п=2

У }"

к 1) Заменяя в формуле A0) ж на ж2, получаем степенной ряд C4),
радиус сходимости которого равен 1.

2) Так как

Сп =
-2(-2-1)(-2-2) (-2-(-n-l))

= +
п!

то, заменяя в формуле (8) х на —х и полагая а = —2, получаем

ряд C5), сходящийся при |ж| < 1.

3) Заметим, что

_

-V2
"

п\

=

2nn!
l }

2пп\

Полагая в формуле (8) а = —1/2 и заменяя х на —ж2, получаем ряд

1
_ 1 , fvir Bn~1)!! г-ж2г - 1

радиус сходимости которого равен 1. Отсюда, учитывая, что

2пп\ = 2-4-6...Bп) = Bп)!!,
получаем разложение C6).

4) Так как

_1/1 \ /1 nV_r nn-il-3-Bn-3) _

_, vW_iBn-3)!! 9 r~(~ ^
Bn)!!

' ^ G

то из формулы (8) следует равенство C7). А

Пример 2. Разложить в ряд Маклорена функцию
,, ч Зж + 8
/И

А Представим рациональную функцию /(ж) в виде суммы элемен-

элементарных дробей:
Зж + 8

_

А Вх + С

()( ) + 4
'

Отсюда находим

Зж + 8 = А(ж2 + 4) + (Бж + С)Bж - 3).
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Приравнивая в этом равенстве коэффициенты при одинаковых степе-

степенях ж, получим систему уравнений, из которой найдем А = 2, В = —1,
G = 0. Поэтому

2ж 2х

2х-Ъ х2 + 4~ 3A-2ж/3) 4A +ж2/4)'

Используя разложения (9) и C4), получаем

п=0 п=0

ИЛИ

(!Г
п=0 п=0

Радиус сходимости ряда равен 3/2. А

Пример 3. Разложить в ряд Тейлора в окрестности точки жо
= 2

функцию /(ж) = 1пD + Зж — х2).
А Так как 4 + Зх — х2 = D — х) (х + 1), то, полагая х — 2 = ?, по-

получаем

/(х) = #(?) = 1п(B - ?)C + ?)) = In6 + ln(l - t/2) + ln(l + t/3).
Используя формулы A1) и A2), находим

n—1 n—1

откуда получаем

fix) = In6 + J2 \ ((-l)""^"" - 2"") (х - 2)п,
П=1

радиус сходимости ряда равен 2. А

Пример 4. Разложить в ряд Тейлора в окрестности точки хо
=

= тг/4 функцию /(ж) = sin4 ж.

А Так как

.2 1 — cos 2ж 2 1 + cos 2ж
sm ж = , cos ж = ,

2 2

(f) = I - I COS2,

т. е.

/(Ж) = Q

~

О
C0S 2Х +

Q
О Z О

Обозначим t = х
— тг/4; тогда ж = ? + тг/4,
cos 2ж = — sin 2?, cos 4ж = — cos 4?,

и поэтому

f(x)=g(t)= ^ + ± i
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Используя формулы F) и G), получаем

V (~1) 2"+1 2n+i
28

'

2 ^ Bn + l)!
~l

8 ^ Bn)!
n=0

V У
n=0

V У

откуда находим

fix) = h >^ -, ГТ [X ) + >^ ~, r-: (Ж )JV >
4 Z^ Bn + l)! V 4 У ^^ Bn)! V 4 У

n=0 n=l

Радиус сходимости ряда равен +оо. А

Пример 5. Разложить в ряд Маклорена функцию /(ж) и найти

радиус сходимости ряда:

1) f(x) = 1п(ж + лДс2 + 1); 2) /(ж) = arctg .

х — 3

А 1) Заметим, что

и воспользуемся разложением

1
_! | ^(-1)"Bп-1)Н 2п , ,

которое получается из формулы C6) заменой ж2 на -ж2. Интегрируя
ряд C8), получаем

со
2п+1

1 / . / о . -< \ . X
Л

I J-/ I ?11 /•• ^ /ог»\
1п( Ж Ч~ Л/ Ж Ч~ -L ) ^— Ж Ч~ 7

* ( оУ )

Радиус сходимости этого ряда равен 1.

2) Так как

J \ )
1 + ((х -\- 3)/(х 3D2 V (х ЗJ У ж2 9 3A Ч- ж2/9)

'

то из C4) следует, что
оо

2П

Интегрируя полученный ряд, находим

= f(x) - /@) =

6 п=0

или ^

f(x) = /@) +'
32n+1 2n

п=0

где

/@) = axctg(-l) = -7r/4.

Радиус сходимости этого ряда равен 3. А
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Пример 6. Пусть

J v J

у 1, x = 0.

Запишем ряд Маклорена для f(x) в виде

оо

/(*) = Е f^2"-
Доказать, что коэффициенты Вп {числа Бернулли) можно найти

при п ^ 2 из рекуррентных соотношений

С°п+1В0 + С^Вг + С2п+1В2 + ... + Спп-\Вп_х + С:+1Вп = 0, D1)

где C^+i — биноминальные коэффициенты (С°+1 = 1),
Во = 1, Вг = -1/2.

А Из D0) и C) следует, что

оо

- I V^

Так как Во = /@) = 1 и коэффициенты при хп (п ^ 1) в левой части

равенства D2) равны нулю, то

^ k\ (n + 1-ife)!
'

к=о
v J

откуда, используя формулу

к
=

(п+1)!
n+1 jfe!(n + l-ife)!'

получаем

к=0

Равенство D1) доказано. А

Замечание. Можно показать, что B^h+i =0 (^ G IV), а радиус

сходимости ряда D0) равен 2тг.

Пример 7. Разложить в степенной ряд в окрестности точки z — 0

функцию f(z) = ez cos z.

А Для нахождения искомого разложения можно перемножить ря-

ряды A4) и A7). Однако для эффективного вычисления коэффициен-
коэффициентов степенного ряда для f(z) удобнее использовать формулу A9) для

функции cos z. Применяя равенство B1), получаем

Так как

1 + г = л/2е*'г/4, 1 - г =
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то по формуле A4) находим

2"/2 /е"/Че-»/^п
^Г I 2 Г '

n=0

ИЛИ

00

.n/2

п=0

Ряд сходится во всей комплексной плоскости. А

Замечание. При вычислении радиуса сходимости R степенного

Ряда

п=0

часто вместо формулы Коши-Адамара (§ 20) применяется формула

R = min^ - a\,
где минимум берется по всем особым точкам Zk функции комплекс-

комплексного переменного f(z) (см. § 20, п. 2).
В частности, для функции f(z) = z/{ez — 1), рассмотренной в при-

примере б, особыми точками являются корни уравнения ez = 1. Это урав-
уравнение согласно формуле B4) имеет корни

Zk
= 2&тгг, к G Z.

Ближайшими к точке а = 0 являются точки 2тгг и —2тгг, поэтому

R = |2тгг| = 2тг, т. е. радиус сходимости ряда D0) равен 2тг.

Пример 8. Найти решение уравнения

У" -ху = 0, D3)

удовлетворяющее начальным условиям:

1) 2/@) = 1, 2/@) = 0; D4)

2) 2/@)= 0, 2/'@) = 1- D5)
А Будем искать решение уравнения D3) в виде степенного ряда

(X)

„а;п. D6)
п=0

у" = ^2п(п- 1)апхп-2 = 2а2 + J^(n + 2)(п + 1)ап+2жп,
п=2 п=1

оо

^2/
=

71=1

и уравнение D3) примет вид

оо оо

2а2 + ^2(п + 1)(п + 2)а7 ¦ —п -

^^

27 Под ред. Л.Д.Кудрявцева, т. 2
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Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х в этом тож-

тождестве, получаем

а2 = 0, (n + l)(n + 2)an+2 = ап-ь neN. D7)
Так как а2

= 0, то из рекуррентной формулы D7) следует, что а$
= О,

а8 = 0 и, вообще,
а3п_1 =0, пе N. D8)

Из этой же формулы находим

()()(()) C-4)F-7)...CnCn + l))
'

D9)
Если выполняются условия D4), то из D6) следует, что а0 = 1, а\ — 0,
а если выполняются условия D5), то ао =0, а\ = 1. Обозначим ?/i и

2/2 решения уравнения D3), удовлетворяющие начальным условиям

D4) и D5) соответственно. Тогда из равенств D8) и D9) следует, что

х3 х6 х3п

B-3)E-6)
+ •" +

B-3)E-6)...(Cn-lKn)
x3n+1х7

Ш = Ж +
3^4

+
C-4)F-7)

+ •" +
C-4)F-7)...(Зп(Зп + 1))

+ '"

Заметим, что ряды E0) и E1) сходятся при любых х G /?, а реше-

решение уравнения D3), удовлетворяющее любым начальным условиям,
является линейной комбинацией решений у\ и у2. А

оо

Пример 9. Найти сумму ряда у^ п2хп.
п=1

А В § 20 (пример 4) было показано, что

(X)

Епхп =

Ж

Ч9 , |ж| < 1.
A - жJ

'

n=l
V У

Дифференцируя почленно этот ряд, получаем

откуда находим ^

y^n2^n =
хA + х)

|ж| < 1 а

п=1

Пример 10. Вычислить сумму /(ж) степенного ряда

^ пBп-1)
'

а затем с помощью метода Абеля (§ 20, A1)) найти сумму

4^ пBп-1)
'
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А Дважды дифференцируя почленно степенной ряд

^ (_1)П-1 2п

f(x) - V^ I Ч ^_
Л j~^ nBn-l)

и используя разложение A3), находим

ОО (X)

/"(ж) = 2^2ЫГ~1х2(п~1) = 2 ^(-1)пж21г = ^-^ , |ж| < 1.

га=1 п=0

Откуда, последовательно интегрируя дважды, получаем

/'(ж) = 2arctgx + C,

/(ж) = 2xarctgx-ln(l + ж2) + Сж + Сь

Заметим, что /@) = f'@) = 0, и поэтому С = С\ — 0. Следовательно,

/(ж) = 2xarctgx — ln(l + ж2),
Т. е.

n=l

Так как данный степенной ряд сходится при х = 1, а функция / не-

непрерывна в точке х = 1, то, применив формулу A1) §20, получаем

= - -In2.
4^ nBn-1) 2

Этот же результат можно получить, используя равенства C0) и C3). А

Пример 11. Вычислить интеграл J — \ — -dx.
J х

о

А Используя разложение A1), получаем

(l)" ^
х ^-^ п

п=1

откуда находим

О 71=1 71=1

Из равенства ^

(-IO1 
_ у^

1
_

1
у^ 1_

п2
~

^ Bп - IJ 4 ^ п2

и формул C2) и C1) следует, что J = тг2/12. А

Пример 12. Доказать справедливость равенства

1
, те Л/, E2)

и с помощью этого равенства вычислить In 2 и 1пЗ с точностью

до Ю-5.



420 Гл. 5. Функциональные последовательности и ряды

А Используя разложения A1) и A2), находим

2П+1

п=0

откуда при х = 1/Bт + 1) получаем равенство E2). Обозначим

^ х2п+1

и воспользуемся при х > 0 неравенством

Отсюда, при х = 1/3 (т = 1) получаем Rp ^ 10~5 при всех р ^ 5, а

при ж = 1/5 (т = 2) находим Лр ^ 10~5 для всех р ^ 3. По форму-
формуле E2) имеем

(п + M
n=0

V У

Пример 13. Вычислить с точностью до 0,001 интеграл

J — I е
х

dx.

о

А Используя формулу C), получаем

2^ „I
га=0

откуда находим „

(-1)"

Полученный ряд удовлетворяет условиям признака Лейбница (§ 15).
Поэтому для его ш-го остатка

Гш

справедливо неравенство

Так как неравенство \гт\ ^ 0,001 выполняется при т ^ 4, то

4^ ^ Bгг + 1) 3 10 42^216'

откуда J « 0, 747. А
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ЗАДАЧИ

1. Используя разложения C)-G) доказать, что:

еах =

n=0

OO

(rp — тгЛп т f1 R'

-4
T x

л In™ a n

2) a = > . -ГГ- ж ' a

n=0

xln+\ xeR.

2. Используя разложения (8), C4), C6), C7), доказать, что:

a

) a

n=l

2a

(-l)Bn-3)!! 2n

Bn)!!a2^-1
' ' '

3. Используя разложения A1), A2), доказать, что:

n-1(-)n — J |x|<^, a > 0, ^ 0;
\а / п \Ъ\

< а, а > 0.

n=l

2 /Ж\2^

п=0

Разложить функцию в ряд Маклорена и найти радиус сходимос-

сходимости R полученного ряда D-12).

5 3) ¦; 4) A-ж2)-3/2;Я' 2)

5) sin
у; 6) сп(хл/2); 7)

5. 1) e2x + 2e~x; 2) A + x)e~x; 3) ж2 lnD + ж2);

4) A - ж) ln(l - ж); 5) In f/^-^; 6) A + ж2)аг^ж;
V 1 — x

7) -(shx + sinx); 8) агссовж.



422 Гл. 5. Функциональные последовательности и ряды

6.1)

^

5ж-4

ж + 2
'

5-2ж
ж2 - 2ж - 3

; з)
1

2ж2 + 5ж - 3
; 4)

ж2-5ж

Зж + 4

ж2 + ж — 6
'

1

5 - 4ж2 - х4
'

9) 5 ?^ • ю) - —

;
2ж2 + 5ж - 3

' ;
6 - 5ж - 6ж2

1 1

' • ¦'¦) О™4 , in~9 i О ' 2)

4)

Зж4 + Юж2 + 3
:

2ж2 + ж + 3

2ж4 + 5ж2 + 2

1

; з)

1 - ж - ж2
; б)

1

о 1\ i
' }

ж3 + ж2 + Зж + 3

4) \
ж4 + ж3 + ж2 + ж + 1

; 2)
ж3 + ж2 - 4ж - 4

1 + ж + ж2

; з)
ж-2

9.1) In ; 2) -x-x2); 3) In

ж3 + ж2 + 2ж + 2
'

*2-2|.
; 4) In

- 2ж2 ж22 + Зж

5) In ; 6) (ж + 5) In .

1П л, л
2ж + 1 . ж2-8ж + 16 . , 10 + Зж-ж2

10'1)^ж2_4ж + 4; 2) In
ж + 8

; 3)ln
4_3^

;

7/ 2т — Я Яг — 1
rt J 111 Л/ *-* «*^ П^ U«x^ Z/«/y . ?J ) 111 ~

. U I 111 г .; ' ;
Зж2 + ж - 10

' ;
4ж2 - 4ж - 3

11. 1) cos2 ж; 2) sin3xsin5x; 3) sin ж cos2 ж; 4) xsin2xcos3x;

5) sin3 ж; 6) ж cos3 2ж.

12. 1) ж2сп2ж; 2) ж8Ь2ж; 3) сп3ж; 4) sin5 ж.

13. Доказать, что если а > 0, то

2^ 1 ,
х

,ж2) = In a H h

n=l
Bп)\\а2п+1Bп-

2n+1

Найти радиус сходимости этого ряда.

Разложить в ряд Маклорена функцию и найти радиус сходимос-

сходимости R этого ряда A4-16).
14. 1) х\п(х + л/ж2 + 2); 2) ж1п(ж2 + л/9 + ж4);
3) 1п(ж3 + л/9 + ж6); 4) 1п(ж3 + л/64 + ж6); 5) (ж2 - 1) агс8т2ж2;
6) ж2 агссо8 2ж; 7) 1п(е1+2ж(ж2 + л/1 + ж4)).
15. 1) ж агсвтж + л/1 — х2] 2) ж агссовж — л/1 — ж2;

);3) 2жаrctgж — 1пA + ж ); 4) 1— л/1 — ж2 Н— агсвтж;

гЧ111 + ж,1 , п\ л (
5)

4 F^ 2
arctgx; 6) ln

у

16. 1) ж1п(ж +

2) A+
4) жл/ж2

е2- 3) 1п(B

+4);

1п(B - жJ
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5) 5+ |л/
17. Доказать, что:

1 х^ ж4п
1) -(еж+е

ж
+ 2 cos ж) = / J (. ч, ?

-оо < ж <+оо;

о\ 1 / г , о г/2
2) (е-+2е-/»сов

n=0
Dп)!

)
п=0

' "°° < * <

77-1-2

r,n+2

Разложить функцию в ряд Тейлора в окрестности точки

ти радиус сходимости R полученного ряда A8-21).
18. 1)

3) тт

2 I
х2 — Ъх + 6

х0 = 1; 2)
(ж2 — 2ж + ЗJ

, х0 = 1;

и най-

най, ж0
= 3; 4)3)

1

5) ,.

, хо = 3; 6)У
\Уж2 - 6ж + 36

У
{Уж2 - 24

ж0 = 2;

= 4;

7) arcsin л/1 + 2ж + 2ж2, ж0 = -1/2;
х — 1

8) (ж + l)arctg —^ , ж0 = -1;

9) (ж + 2) arccos
ж + 2

, ж0
= -2.. =

л/ж2 + 4ж + 5

20. 1) (ж + 1) cos2 ж, ж0 = -1;
2) Bж + l)sinxsin(i + 1), ж0 =-1/2;
3) sin3 ж, жо = тг/4; 4) cos4 ж, жо =

—тг/2;
5) cos2 ж — (ж(ж — тг) + тг2/4) С08 2ж, жо = тг/2;

у
7Г

7
тг/2

21. 1) 1п(ж2 + 2ж + 2), ж0 = -1; 2) 1п(ж2 - 4ж + 6), ж0 = 2;
3) 1п(ж2 - 9ж + 20), ж0 = 3; 4) 1п(ж2 - Юж + 30), ж0 = 5;

5) in
х* ~ 2х + 3

, ж0 = 1; 6) 1пB + л/3^), ж0 = -1;
Z Ж

7) (ж2 - Юж + 26) In
Ж

, ж0
= 5;
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X

9) 2 + Г1пB?2 - 4? + 11) dt, х0 = 1.

22. Перемножив соответствующие ряды, разложить функцию в

ряд Маклорена и найти радиус сходимости полученного ряда:

1Ч 1пA + х) оч ех оч arctg ж Л\ л 2s-t \ r\ t j. \2

1) ^ + ж
; 2) ^-—^5 3) -уз^-5 4) 1п2A-ж); 5) (arctg жJ.

23. С помощью дифференцирования ряда (9) доказать, что:
оо

+ 1)( + 2)" f || < 1

п=0
(X)

2)
п=0

3!
х\ < 1.

24. Разложить в ряд Маклорена функцию
сходимости полученного ряда, если:

и найти радиус

1) f(x) = arctgx; 2) f(x) = arcsinx; 3) f(x) = -x2arcsin4x.
8

Разложить в ряд Маклорена данную функцию, используя ряд Мак-

Маклорена для ее производной. Найти радиус сходимости полученного ря-

ряда B5-32).

2) arctg25.1)arctg

4)

i^; 3) arctg

26.1) arctg
2 + x2

2) arctg

ж2 arctg

3-4ж2 2-2ж2
3) arctg -

6) ж3 arctg —

2) arctg (x +

2) arcctg

); 3) -J= arctg

3) arcctg
2x2

1 + VI -

;

2ж х

29. 1) arcsin ; 2) arcsin ; 3) 1 + arcsin

4) 2xarcsin

4) ж arccos

30. 1) - arccos
,

8 л/1 + 16ж4

5) x3 arccos 6) xarccosBx\/l - x2).

5) arcsinBx\/l - x2).

; 2) ж arccos
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31.1) fe~t2dt; 2) f ^ dt; 3) |t2shtdt;
0 0 0

,, ?1 —cht ,, ~\ f arctgt ,, n\ f. ,
t +10 ,,

4) / dt; 5) / — dt; 6) / tarctg dt.
J t J t J 2t — 5
0 0 0

1 +1 dt
32.1) /Ь<1±*>Л; 2)/lnl±|f;

0

tdt

7) /t2arctg ^^ dt; 8)

тгт?
0 ж

g ^ ; ) ( л/ ) ж

О

пч ,
Зж +1

,
Г 1 - cos t ,, 1 пч ж2

, /" sh t2 ,,

9) arctg h x i dt; 10) arccos + ж / dt.

о
+ж

о

33. Найти первые четыре (отличные от нуля) члена ряда Маклоре-
на данной функции: х

.^ \ • V i i I —U ^>* i • 4 l / • zXi /э&111^« ^\ л1ь ^ •

c ;, 2; u + ^j , d; у bA + t).
V e . ^ e .

О
^?^ „arcsm ж

А ж2п
34. Показать, что функция у = у. п

является решением диф-

дифференциального уравнения у' — ху = 0.

^ жп+1
35. Показать, что функция у = > —— является решением диф-

*-^ п\

ференциального уравнения ху' = (ж + 1)у.
оо

п

36. Показать, что функция у = У^ ¦—— является решением диф-
no

ференциального уравнения ху" + yf - у = 0.
оо

2

ЕЖ-—— является решением диф-
п=0

'
П>"

ференциального уравнения у" — ху' — у = 0.

38. Показать, что функция

ж2 ж4 (-1)пж2п
2/ 22 22-42-62 (B)!!J

удовлетворяет дифференциальному уравнению ж^/" + у' + ж^/ = 0.

А ж4п
39. Показать, что функция у = у, т—\\ УД°влетвоРяет диффе-

п=0

ренциальному уравнению ^/^4^ — у = 0.
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40. Найти разложение в ряд Маклорена решения дифференциаль-

дифференциального уравнения, удовлетворяющего заданным начальным условиям:

1) у'-у = О, 1/@) = 1; 2) A + а:2)у' -1 = 0, 1/@) = 0;
3) у" + Х2у = 0, 1/@)= 0, 1/'@)=А;
4) у" +ху = 0, 2/@) = 1, у'@)=0;
5) A - х2)у" - ху' = 0, 2/@) = 0, 2/@) = 1;
6) A - х2)у" - 5ху' - 4i/ = 0, 1/@) = 1, i/'@) = 0.

41. Найти первые четыре (отличные от нуля) члена ряда

У
=

сумма которого удовлетворяет дифференциальному уравнению у" —

-ху' + у = ех и начальным условиям у@) = 1, у'@) = 0.

42. Найти первые четыре (отличные от нуля) члена ряда
оо

У
—

/ J an\-L *-) j

п=0

сумма которого удовлетворяет дифференциальному уравнению у" =
= (у'J + ху и начальным условиям уA) = 1, ?/A) = 0.

43. Найти первые пять (отличных от нуля) членов ряда
оо

У
=

п=0

сумма которого удовлетворяет дифференциальному уравнению у' =
= х3 + у2 и начальному условию у@) = 1.

а а тт л,
arcsin х

44. Пользуясь тем, что функция у = удовлетворяет диф-

дифференциальному уравнению A - х2)у' - ху = 1 и условию у@) = 0,
доказать, что

arcsin ж v^

х| < 1.

45. Разложить в ряд Маклорена функцию и найти радиус сходи-

сходимости R полученного ряда:

1ч 12^ ж sin a

3)
^cosa-ж

4) ln(l-2xcosa + x2); 5) arccos(l - 2х
1 2xcosa + x2
/ arcsin ж \

46. Пусть /(ж) = arthx — функция, обратная к функции thx =

= shx/chx. Разложить /(ж) в ряд Маклорена и найти радиус сходи-

сходимости ряда.
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47. Доказать, что:

п=1

\x\ < 1;

3)

4)

71=1

+

2жA-а;2Iп

5) I
1-х

~

2

71=1

n=0

48. Доказать, что:

12-Bп)! Л 1 1

|<1.

2n+l

I <i;

22п(!J
2)

3) Aп(а;

4)

, \x

) =х-
П=1

\х\ < 1.

49. Используя разложение ж

= 0, к G А/ (пример 5), доказать, что:

-^-хп, где ??i = 1,

<тг;

П=1
пBп)!
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3)

4)

5)

tgx

X

sin a

lncc

oo

= ^2
n=l

\х\ < тг;

„=1 <2и)!

2П

nx2n, \x\<n;

оо

n=l

50. Пусть разложение в ряд Маклорена функции 1/cosx записано

в виде оо

п Е2п 2п
Л

cosx Z^ L)
Bn)!

n=l

Доказать, что

Eo = 1, Eo + C22nE2 + C24nE4 + ... + СЦЕ2п =0, n G N.

51. Доказать, что

оо

-Vf 11"
Д2п

r2n+1

где коэффициенты ^2п определены в задаче 50.

52. Пользуясь определением функций комплексного переменно-

переменного cosz и sinz (формулы A7) и A8)), доказать, что:

1) sin z • cos z = - sin 2z; 2) sin2 z + cos2 z = 1.

53. Пользуясь определением функций комплексного переменного

shz и chz (формулы A5) и A6)), доказать, что:

1) ch2z-sh2z = 1; 2) ch2z = ch2z + sh2z.

54. Разложить в ряд по степеням z функцию:

1) e^sinz; 2) chzcosz; 3) ezctga cosz, sin ж ^ 0;
4) e2COSacos(z sin a).
55. Применяя почленное дифференцирование, вычислить сумму

^>4 6 2п

56. Применяя интегрирование, вычислить сумму ряда:

n=l n=0

Вычислить сумму ряда E7-61).

^nV111^- 2) V (-l)wbw^. ^VX"- 4lV57- ^ 2^ ^r' z> 1^ —2^i—' ^ 2^ v ^ 2^
n=0 n=0 n=l n=l
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5)
n=0 ra=l

oo oo

п=0 п=0 п=0

4) ± (-f-; ; 5)?М^; 6) f>C^ Z^ пBп-1)
7 ^ 4п + 1

7 ^^
п=1 п=0 п=1

оо оо
п

оо

п(п+1)(п + 2)'
7 ^^v J

Зп
n=l n=l

V УЧ У
п=0

99

^ (п-\)(п + 2)' Bп)! ^

п=1
У J

п=1

62. Коэффициенты ряда

1 + х + 2х2 + 4ж3 + 7ж4 + 13ж5 + 24ж6 + ...

обладают тем свойством, что каждый коэффициент (начиная с чет-

четвертого) равен сумме трех предыдущих. Найти сумму этого ряда.

Вычислить сумму числового ряда F3-65).
°° °°

п / ч
ОО ОО

3J 4

п=1 п=0 п=0 п=1

оо

2 n2(n+lJ(n

J_IJ_ + J L! i
(!)

|
.

1-2 2-3 3-4 4-5 n(n + l)
'
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4)

4)

1
-

1-2-3

n=1
ОО

n^Q ЗП+1

3

+

1
•4-5 5

2

l)Bn + l)
(X)

5)E
n=l

1

•5-7
' -'

(X)

nCn + 1)
'

oo

n=l

(—l)n

i + l)Bn-

n=l

!

nBn +

(-1)"
nCn + !

i)'

(X)

nBn-h3)'

66. Пусть an > 0 n G А/ и ряд N, — расходится. Найти сумму

ряда ™=!

а2 + ж а2 + ж аз + ж п2 + ж аз + ж а4 + ж

предполагая, что х > 0.

67. Найти сумму ряда

aia2...an .

(a2 + ж)(а3 + ж)...(ап+1 + ж)
'"'

1-х2 1-х4 1 — ж8 1 — ж2П

(X)
n+l

68. Найти сумму ряда у, i ^тт п+К ПРИ 1Ж1 < 1 и ПРИ

> 1. п—1

69. Найти сумму ряда

'¦ 1 : h ... Н — Ь ...,

где х ф -к (к е /V).
70. С помощью разложения подынтегральной функции в ряд вы-

вычислить интеграл

1 1 +ОО

1) fln-^—dx; 2) [lnx'ln(l-x)dx; 3) f 9

X

dx;У 1 — ж У У е27ГЖ — 1
оо о
+ОО

жаж

о

71. Пользуясь соответствующими разложениями, вычислить с

точностью до 10~4:

1) cosl°; 2) cos 10°; 3) sin 10°; 4) sinl°; 5) ^130; 6) In 1,2.

72. Вычислить с точностью до 10~3:

1) tg9°; 2) ^500; 3) arctg (тг/10); 4) ^68; 5) In 5; 6) arcsin(l/3).
73. Вычислить с точностью до 10~5 : 1) sin 18°; 2) е.
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74. Используя равенство тг/б = arcsin(l/2), вычислить число тг с

помощью ряда Маклорена для функции arcsinx с точностью до 10~4.

75. Используя равенство

ВЫЧИСЛИТЬ ЧИСЛО 7Г С ТОЧНОСТЬЮ ДО 10~9.

76. Используя ряд Маклорена для /(ж), вычислить интеграл

1

/ f(x)dx с точностью до 10~3, если:

2) /(ж) = ^fx cos ж; 3) /(ж) = cos ж2;
1

= ^1; 5) /(ж) = sin ж2; 6) /(ж) =

77. Вычислить с точностью до 10~3:

1

Ю

>1

5

2

б?ж; 6
1/2

>/-
0

resin

X

0

; 7)
+Г da

У 1 +
2

0

*

Ит-
X3

1

8) J
0

78. Доказать, что если существуют числа 5 > О, Л > 0 такие,
что для всех ж G (ж0 - 6; ж0 + ?) и для всех п = 0,1,2,... выполня-

выполняется неравенство |/^(ж)| ^ Лп, то в каждой точке ж из интерва-

интервала (жо — S; хо + 6) функция /(ж) представляется сходящимся к ней

рядом Тейлора A).
79. Пусть существует постоянная М > 0 такая, что для всех п G

е N выполняется неравенство |/^пНжо)| ^ М. Следует ли отсюда, что:

1) ряд Тейлора A) сходится на некотором интервале (жо — S;
хо + S);

2) функция /(ж) представляется в некоторой окрестности точ-

точки жо сходящимся к ней рядом ТейлораГ
80. Доказать, что для функции

/»/ \ I в
'

,
если ж ^ U,

ПХ) ~

\ 0, если ж = 0,
можно составить ряд Маклорена, но сумма этого ряда не совпадает

с /(ж) при х/0.

81. Пусть Sn(x) = y^(-l)fe f^u i 1Ч|
. Верно ли, что 5п(ж) ^ sin ж,

^ (^z/c ~r 1J!
Ж ? /л Г /с^О

82. Доказать, что если для коэффициентов степенного ряда
оо

У^ апхп выполняются неравенства \ап\ < —- (п = 1,2...), где

п=0
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М > 0 — постоянная, то:

1) сумма /(ж) этого ряда бесконечно дифференцируема в любой

точке a Е R;

2) f(x) = V^ -—j—^- (x — а)п при любом х Е R.

83. Пусть функция / бесконечно дифференцируема на отрез-
отрезке [-1;1] и f(n\x) ^ 0 при п = 0,1,2,... и для всех х е [-1;1]. До-
Доказать, что в интервале (—1,1) функция f(x) представляется сходя-

сходящимся к ней степенным рядом
оо

f(x) = у апхп.
п=0

84. Доказать, что если функция / бесконечно дифференцируема
на R и удовлетворяет условиям:

1) существует такая постоянная М > 0, что для всех х G R и для

всех п G А/ выполняется неравенство \f<yTl\x)\ ^ М;

2) /A/п) = 0, n G Л/, то /(ж) = 0.

85. Доказать, что ряд Маклорена для функции
оо

f[x) = У^ е~п cosn2x

п=0

сходится лишь при х = 0.

ОТВЕТЫ

4. 1) JT (~^Ж2П » ^ = оо; 2) ^(-l)n(n + l)xn+2, Д=1;

+ l)x8», Л=1; ^
п=0 п=0

оо

71 г3 + Y^ Bw~1^!! r»+3 R - I ¦

n=l

o\ i
ж ^~^ Bn — 3)!! 2n p i

, Я = 00;

5.1) ^1B«-1 + (-
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1=1

^ 2ж2п+1

тг=1
V J

n=0

n=l n=0

тг v^ B^ — I)" x2n+1
^ л

— — x — у —-—г-j-j— , H = 1.

71=1

П=1

n=0

2) Yl I ((-X)n+1 " 3"(n+1))xn, R = 1;
0

3)

4)

5) ^B-(n+1)+3-(n+1))a;n, R = 2;

^

71=1

oo
7 ^ / on 2n+1 \ 2

6 ^ V 2^+! l J З^1 7
'

3
'

on on+1ч 9°
\ ( Л\П

* \тП U —
Z

71=1

ОС

т. i) У

2) ^(_i)»-ish(nln2)^-—, R= -j=;

28 Под ред. Л.Д.Кудрявцева, т. 2
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п=0

га=О

д=
V5-1

f j
если п = 2к,

, где an = |
оо оо

4)

n=l

л\п-1л-п _

о-п-3~П п

п=1

°°

I 9^—1~'
если п = 2/с — 1,

5) 1п2 + ^апжп, где ап = <
1 (Ii)^-1

n=i [ 2jfe
H

^р—'
если п = 2^'

Д= 1;

=2-

10. 1) -21n2 + ^((-l)n+12n + 21-n)^-, Д= ^;
n=l
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5
|

~

/(_i)»-' i

71=1

п=1

6) -

14

-?)"*• «=1=

П=1

00

71=1

( L2) Е
n=l

4Bn + 1)!

6) E
n=0

n=l

^ 3A+ 32" )

oo

4Bn)I

13. a.

л л л\ i /^ ,
ж2

, V^ (-1)" Bn-3)!!
14.1)Ж1п^+7! + ЕУ17г-^гг^т
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о) х 1пЗ I
Х

2) х Ш6+
3

П"
Bп-1)Н 4п+з

1) Ж

3 +-^
4K | (

п=\

t;l _2т2 4- 2г4 4- V^ Bn-l)!!22"+1 , 4и+4 R5) 2Ж 4-2Ж

+_^ Bп)!!Bи + 1)^ х ),R-—

ь) 2х
1х

г^ („!JB„ + 1)'
и~

2'

'I + Й+1
+?^ Bп)!!Bп + 1)

2

2 2^ Bп + 2)!!Bп+1)'
'

(~1)П1 Jin

nBn_i)x '

П—1

4)
3

I x
x"
V4j 2

+Ж
6 ^

5) V -? Д=1; бIп7Г + У—4^ гт, Л = 2.

п*

х2п+1
п=1

ОО
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ОО

18. 1) ^(l-2-(n+1))(x-l)n, Д=1;
п=0

ОО

2) J](-l)n2-(n+2)(n + l)(x-lJn, Л = л/2;
п=0

ОО

3) ^(-l)n(n-l)9-(n+2)(a:-3Jl\ Л = 3;
п=0

оо

4) 1 + (х - 1) + ^(-1)п(ж - 1Jп, R = 1.

п=1

19 1)
Х

I^
2
V (-1

I V
2 ^ n!23n+1

п=1

п=1

1 у.(-1ГBп-1)!!^ 2 ^ 2^+%!
^ J '

~

'

п=1

n=l

1
у. (-!)"! -4...Cn- 2) 2п д_^ 2-24«n!
n=l

7)
*

0 4 ^ n!Bn + l)

22га(-';AГ-1)(а:+1J"' д=2;
n=l

V У

9) ^(x + 2) + Y/^I(x + 2Jn, R=l.

n=l

20.1) i| f:
n=\

(-l) 2n(x'

Bn +
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^

2n

¦ A - 32n~1)(x - j J , R = oo;

71=1

A2)»

^E^iy-^-f) • Л = 00.

.1)^^ (х + 1Jп, Д=1;
п=1

71=1

3) In 2 - V i±-?— (ж - 3)n, Д = 1;
71=1

71=1 П=0

1/2^Ь_(Я: + 1Г> Л = 4;
71=1

(X)

«=!=

71=1

(X)

22. 1)
71=1

OO
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(

n=l

00

24. 1) ^(
n=l

(X)

Bn + l)!!Bn + l) 2nBn + l)!!Bn + l) 2n

2»n!
n=0

^Bn +3I12^ 2 1

' /^ n!Bn +1)
v ; '

4

25.1) J
00

+ 2 2'

2n+l1

3) -arctg-
3

n=0 v

00
2n+l

4) arc ^+1|

L1 22n+1r4n+2^2
;

ra=O

_°°^ / -1\п+1о2п+1

6) ,
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00
, 22n+i 1 v

х

п=1

. _ _l |_
. о) 1 4- г2 — - I- - г4

5) 1 + ж+^ + ^+...; 6) 1 + ж+^ + ^+...
00

п
°°

2п+1

40- Ч J/ = E |г =е" 2) ^ЕН)"^! =

j \ w Ж X X

' У ~
~

2^3 2-3-5-6
~

2-3-5-6-8-9
'"'

)!

41. „ = 1+1^+^+^ + ...

42. у = 1 + I (Ж - IJ + I (ж - IK + | (x - IL + ...

43. у = 1 + x + x2 + x3 + -x4 + ...

oo oo oo

45.1) ^ж16п-^ж16п+1, Д=1; 2) ^xnsinna, R =

n=0 n=0 n=l
oo oo

3) 2^xncosna, Д=1; 4) -2 2^ жп, Д = 1;
n=l n=l

46. У ^^^ 2n + 1
n=0

54. 1) V f/2sinj"/4'/; 2)y Z^ n!
Jjn!
n=o

оо оо

v^ cos na z .ч v^ cos па n

n=0 n=0

55. 1) \ In i±?, |ж| < 1; 2) - ln(l - ж2), |ж| < 1.
Zi ± X
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56. 1) 2)
57. 1) ж, ж > 0; 2) \jyfx, ж > 0; 3) 1пA/A - ж)), -1 ^ ж

4) ж2/A - жJ, |ж| < 1; 5) A + ж)/A - жJ, |ж| < 1;
(\ 1 1Я VC*\ (У 1* 1 /1* 1 Г7* ^С Л
\J

J
\ СХл. Ks \j EL *Ju

J
I *Ju A- • *Ju

n^
X •

58. 1) жC - ж)/A - жK, |ж| < 1; 2) 2ж/A + жK, |ж| < 1;

3) A + Зж3)еж3; 4) A - ж2/2) совж - (ж/2) sin ж;

5) еж/2(ж2/4 + ж/2 + 1); 6) (ж2 + 1 + 1/ж)е~ж - 1/ж.
59. 1) A - ж) /2,-1 ^ ж < 1; 2) A - ж/2)-1/3 - 1, -2 <

ж| ^ 1; 4) 2жаг^ж - 1пA + ж2),
1

< 1;

3) 1+ -—-1пA-ж),

:ж<2;

ж| ^ 1;

< 1.

5) совд/ж, если ж ^ 0; спд/-^, если ж < 0;
1 / х + 1 \

6) - ( —-=^ sh Jx — ch Jx I, если ж ^ 0,
4 V y/x J

1 ( x + l

sin \f\x\ - cos если 0.

61. 1) 2(агс8тжJ, |ж| ^ 1; 2) ecosssin(sinx).
62. 1) A - ж - ж2 - ж3) ,|ж| < 1.

63.1) 2е; 2) Зе2; 3) \ (cos 1 - sin 1); 4) |; 5) |
64. 1) тг2/3 - 3; 2) тг2/4-39/16; 3J In 2-1; 4)
5) 2A-In 2); 6) B/3) In 2- 5/18.

; 6)

In 2 1/2;

65.1) 2 1n2; 2) |-1п2; 3) | - |ln2; 4) I

66. ai/ж. 67. ж/A-ж) при |ж| < 1 и 1/A - ж) при |ж| > 1.

68. ж2/(ж-1J при |ж| < 1 и ж/(ж-1J при |ж| > 1.

69. 1/(ж-1), ж>1. 70.1) 1; 2) 2 - тг2/6; 3) 1/24; 4) тг2/12.
71. 1) 0,9998; 2) 0,9848; 3) 0,1736; 4) 0,0175; 5) 5,0658; 5) 0,1823.
72. 1) 0,158; 2) 7,937; 3) 0,304; 4) 4,082; 5) 1,609; 6) 0,340.
73. 1) 0,30903; 2) 2,71828.
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74. 3,1416. 75. 3,141592654.

76. 1) 0,946; 2) 0,608; 3) 0,905; 4) 1,057; 5) 0,310; 6) 0,927.

77. 1) 3,057; 2) 2,835; 3) 0,488; 4) 0,337; 5) 0,384; 6) 0,507;

7) 0,119; 8) 0,783.

79. 1) Да; 2) нет. 81. Нет.

§ 22. Тригонометрические ряды Фурье

СПРАВОЧНЫЕ СВЕДЕНИЯ
1. Разложение функций в тригонометрический ряд Фурье.

Ряд вида

ао + V^(an cosnx + bn s'mnx) A)
n=l

называется тригонометрическим рядом. Его частичными суммами

Sn(x) = по + cii cos ж + Ъ\ sin ж + ... + an cosnx + bn sinnx

являются последовательные конечные линейные комбинации тригоно-

тригонометрической системы функций

1, cos ж, sin ж,..., cosnx, sinnx, ... B)
Система функций B) обладает свойством ортогональности:

1 cosnx cos mxdx = 0, n ф m,

sin nx sin mx dx = 0, n ф m,

cosnx sin mxdx = 0, n,m = 0,1, 2,...

Отметим также следующие равенства:
7Г 7Г 7Г

/ 1 dx = 2тг, / cos2 nx dx = тг, / sin2 nx dx = тг, n G A/.

— 7Г —7Г —7Г

В этом параграфе будут рассматриваться функции /, определен-
определенные на некотором отрезке [а; Ь], кроме, быть может, конечного мно-

множества его точек, которое может быть пустым, и интегрируемые по

Риману на любом отрезке, содержащемся в отрезке [а; Ь] и не содер-

содержащем точек указанного конечного множества. Для таких функций
определено понятие несобственного интеграла. Если сходится интег-

ь

рал / |/(x)|dx, то функция / называется абсолютно интегрируемой
а

на отрезке [а; Ъ].
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Если функция / абсолютно интегрируема на отрезке [—тг;тг], то

тригонометрический ряд A), коэффициенты которого (называемые
коэффициентами Фурье функции /) определяются по формулам

7Г 7Г

1 / 1 /
ао =

— / f(x)dx, an =
— / f(x)cosnxdx,

2тг J тг J
~Ж

п

-'

C)
1 /

Ьп = — f(x)sinnxdx, n Е А/,
тг J
— 7Г

называется рядом Фурье функции /, или, подробнее, ее тригономет-

тригонометрическим рядом Фурье. В этом случае пишут

ОО

/ ~ а0 + ^ (ап cos пж + Ъп sin пж). D)
71=1

Частичные суммы Sn{x) ряда Фурье функции / обозначают так-

также Sn(x]f).
Если функция / четная, то

7Г 7Г

1 / 2 /"
ао =

— f(x)dx, an =
— / f(x)cosnxdx, Ьп = 0, n G А/;

тг J тг J
о о

а если — нечетная, то

2 /
ап = 0, п = 0,1, 2,..., Ъп = — / /(ж) sin nx б?ж, n G А/.

тг У
О

Коэффициенты Фурье любой абсолютно интегрируемой функции

стремятся к нулю при п —> оо:

lim an = lim 6n = 0. E)
п—>-оо п—>-оо

Функция называется кусочно непрерывной на отрезке [а, 6], если

она непрерывна во всех точках этого отрезка, кроме конечного числа

точек, в которых существуют ее конечные односторонние пределы.

Функция называется кусочно гладкой на некотором отрезке, если

она сама и ее производная кусочно непрерывны.

Теорема 1. Ряд Фурье кусочно гладкой на отрезке [—7г;тг] функ-
функции f сходится в каждой точке интервала (—7г;тг) к значению

2

(в частности, в точке непрерывности функции f к ее значению в

этой точке), а в точках ж = —тг и ж = тг к значению

/(-тг + 0) + /(тг - 0)
2

Теорема 2. Если функция f имеет на отрезке [—тг;тг] k — 1 не-

непрерывных производных, к^О, причем f^\—тг) = /^(тг), j = 0,1,...
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...,fc — 1, и кусочно непрерывную k-ю производную, то ряд Фурье функ-
функции f сходится абсолютно и равномерно на всем отрезке [—тг; тг] к

функции / и |/0) - Sn(x; /)| <
®п

,
где lim ап = 0, -тг ^ х ^ тг.

2. Комплексная форма ряда Фурье. С помощью формул Эйлера

cosnx= J(eM4e"nM), sinnx = 1 (епж* - e~nxi) F)

тригонометрический ряд A) можно записать в виде

где

с0
=

а0, сп
= - (an - bni), c-n =

- (ап + Ьп«)? n G Л/,

откуда видно, что

Если ряд A) является рядом Фурье функции /, то

(x)e~inxdx> п е z-

Ряд G) с коэффициентами (8) называют рядом Фурье в комплексной

форме функции / и пишут

(X)

Если функция /(ж), —тг ^ ж ^ тг, принимает комплексные значения,

j[x) — и(х) + v(x)i,
где функции г&(ж) и г;(ж) абсолютно интегрируемы на отрезке [—тг; тг],
то ряд G), коэффициенты которого определяются по формулам (8), на-

называется рядом Фурье функции /. В этом случае коэффициенты сп и

С-п (называемые комплексными коэффициентами Фурье функции /),
вообще говоря, уже не являются комплексно сопряженными как в слу-

случае, когда функция / принимает только действительные значения.

Если ряд Фурье функции, абсолютно интегрируемой на отрез-
отрезке [—тг; тг], сходится на отрезке [—тг; тг], то он сходится во всех точках

числовой оси R и его сумма является 2тг-периодической функцией
на R. Поэтому ряды Фурье вида A) называют также рядами Фурье
периодических функций с периодом 2тг.

Теория рядов Фурье 2тг-периодических функций переносится на

случай периодических функций, имеющих любой период 2/, с по-

помощью линейного отображения

V=jx, -l^x^l, -тг ^ у ^ тг,
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отрезка [—/;/] на отрезок [—тг;тг]. Рядом Фурье функции /, абсолютно

интегрируемой на отрезке [—/;/], называется ряд

ОО

( ап cos — Ь Ъп sm —— 1, A0)
п=1

I I
1 (,/ х ,

1 Г
? ( ч П7ГХ ,

по =
— / /(х) dx, an =

- / j(x) cos ——dx,
Ll J I J I

"'

,

"'
A1)

, 1 /" ,, ч . П7ГЖ ,
^ A|

5n = - j-^x) sm —j—dx, n G A/.

Если функция / четная, то

1 /" г/ \ 7 2 /" г/ ч П7ГЖ ,
пп ^^ / т ( Т* I /7^ Г/ ^3 / 7" I Т* I РОЧ /7^ П '=. ( ) Т7 f— /\/
L6(J _ / / V /

^*^ 1 ТЪ т / / V /
^^^

7
yAj*Aj

,
^
1П 5

^^
5

( J t J Ь

О О

а если / нечетная, то

2 /" птгж

Ьп— - \ f(x) sin —— б?ж, n G А/, ап = 0, п = 0,1, 2,...
о

Если функция / имеет период 21, то при вычислении ее коэффи-
коэффициентов Фурье можно интегрировать по любому отрезку длины 21,
т. е. для любого числа с G R справедливы равенства

1 f ?( \ Л
1 f ,/ n П7ГЖ ,

21 J I J I
c-l c-l

^2)
, 1 /" ?, ч . П7ГЖ , ..

bn = j j{x) sm —j—dx, n e N.

c-l

Комплексная форма ряда Фурье A0) имеет вид

(X)

V^ птгжг/Z /-|о\

п=—оо

где г

^
— / f (грЛю тптхг/1 j

^- ~у (ЛА\

Представление функции /, заданной на некотором отрезке [а; 6], в

виде^
(X)

?( \ , V^ / П7ГХ
, L

'

/(ж) = а0 + 2_^ [ап cos
~^

•" bn sm
п=1

(при каком-либо выборе /), справедливом для всех точек отрез-
отрезка [а; Ь], кроме, быть может, конечного их множества, называется раз-
разложением функции в тригонометрический ряд вида A0). Если при этом
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все ап
= 0, п = 0,1,..., то говорят, что функция / раскладывается в

ряд по синусам (дуг, кратных тгх/l), а если все Ъп = 0, п е А/, то гсо

косинусам (дуг, кратных тгх/1).
Для кусочно гладкой на отрезке [а; Ь] функции / за счет выбора

различных I имеется бесконечно много ее разложений вида A5). За-

Задача разложения кусочно гладкой на отрезке [а; Ь] функции / в ряд

вида A5) имеет однозначное решение, если дана тригонометрическая

система
. 7ГЖ . 7ГЖ П7ГХ . П7ГХ

1, cos—, sin—,..., cos—, sm ——
,

...

(т. е. дано значение I), по которой следует разложить функцию /, и

если функция / может быть продолжена с отрезка [а; Ь] (быть мо-

может, с видоизменением ее значения в точках х = а и х = Ь) на всю

числовую ось в 21 -периодическую функцию F. В этом случае коэф-
коэффициенты ап, Ъп в разложении A5) будут являться коэффициентами
Фурье функции F.

Если не оговорено что-либо другое, то разложение в ряд Фурье
кусочно гладкой на отрезке [а; Ь] функции / означает представление

ее в виде ряда Фурье общего вида A0) с периодом 21 = Ъ - а, схо-

сходящегося, согласно теореме 1, к функции / во всех точках интерва-

интервала (а; 6), в которых она непрерывна.

Разложение в ряд Фурье функций, зависящих от sin ж и cos ж, уда-

удается иногда получить с помощью формул Эйлера

eix+e~ix . eix-e~ix
ПаЛ

cosx= , smx= —

. A6)

Для этого следует подставить в формулу, задающую рассматривае-
рассматриваемую функцию, выражения A6) для косинуса и синуса и получившу-

получившуюся функцию от z — егх разложить в ряд по степеням z, а затем

вернуться к переменной х с помощью формулы

егх = cos ж + г sin ж.

В результате получится искомое разложение заданной функции в ряд

Фурье.
Периодическую с периодом 21 функцию, абсолютно интегри-

интегрируемую на отрезке [—/;/] (или, что равносильно, на любом отрез-

отрезке [a;a + 2Z], a e /?), коротко будем называть 21-периодической аб-

абсолютно интегрируемой на периоде функцией.
3. Сходимость рядов Фурье. Ядро Дирихле и интеграл

Дирихле. Ядро Фейера и суммы Фейера. Функция

k=l

называется ядром Дирихле. Пусть / — 2тг-периодическая, абсолютно

интегрируемая на периоде функция и Sn(x) — частичная сумма по-

порядка п ее ряда Фурье (она называется также суммой Фурье поряд-
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ка п функции /); тогда

Sn(x

Средние арифметические сумм Фурье функции /

Sn(x)= - [ Dn(t)f(x + t)dt. A7)
ТГ J

называются суммами Фейера этой функции, а средние арифметичес-
арифметические ядер Дирихле

ДЬ(*) + А(х) + + А.(*)| „ = 0,1,2,..., A9)"V '
71+ 1

— ядрами Фейера.
Если в некоторой точке х существует конечный предел

Нт <тп(х), B0)
п—>-оо

то ряд Фурье функции / называется суммируемым в точке х мето-

методом средних арифметических к значению предела B0).
Теорема 3. Если функция f(x) непрерывна на отрезке [—тг,тг]

и /(—тг) = /(тг), то последовательность ее сумм Фейера равномерно
сходится на этом отрезке к самой функции.

оо

Пусть f(x) ~ а0 + ^ ап cosnx + 6n sinnx, положим

71=1 ОО

s(x, г) = ао + у rn(an cosnx + Ъп sinnx). B1)
71=1

В силу стремления коэффициентов Фурье функции / к нулю ряд,

стоящий в правой части равенства B1), сходится для всех г Е [0;1).
Если в некоторой точке х существует конечный предел lim s(x,r),

г—>1—0

то ряд Фурье функции / называется суммируемым в рассматриваемой
точке по методу Пуассона-Абеля к значению, равному указанному

пределу.

Теорема 4. Если функция f(x) непрерывна на отрезке [—тг,тг] и

/(—тг) = /(тг), то функция s(x,r) равномерно на этом отрезке стре-
стремится к функции f(x) при г —У 1 — 0.

4. Дифференцирование и интегрирование рядов Фурье.
Теорема 5. Если функция f(x) непрерывна, а ее производная ку-

кусочно непрерывна на отрезке [—тг,тг] и /(—тг) = /(тг), то ряд Фурье
для f'(x) получается из ряда Фурье для f(x) почленным дифференци-
дифференцированием, т. е. если

^

/ = а0 + ^ (ап cos nx + Ъп sin nx), B2)
71=1

то оо

/; ~ 2^{—пап sin nx + nbn cosnx). B3)
71=1
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Теорема 6. Если f(x)
—

кусочно непрерывная и 2тг-периодичес-
оо

кая функция /(ж) ~ а$ + Y^(ancosnx + 6nsinnx), mo

n=l

ж oo
, 1 —cosnx
6j

0 ra=l

m. e. ряд B4) получается из ряда B2) почленным интегрированием.

5. Минимальное свойство сумм Фурье. Сходимость рядов

Фурье в смысле среднего квадратического. Если квадрат функ-

функции / интегрируем (вообще говоря, в несобственной смысле) на от-

отрезке [—тг,7г], то

7Г 7Г

[f(x) - Sn(x; /)]2 dx = min f [f(x) - Tn(x; f)f dx, B5)
— 7Г —7Г

где минимум в правой части берется по всем тригонометрическим

многочленам п

Тп{х) = Ао + ^2(Ak cos кх + Вк sin kn)
к=1

степени не выше п. Если ao, an, bnj n G А/, — коэффициенты Фурье
функции /, то справедливо равенство Парсеваля

(X) 7Г

K + bl)=l f f\x)dx. B6)
П=1 —7Г

6. Суммирование тригонометрических рядов. Иногда уда-
удается вычислить сумму сходящегося тригонометрического ряда, сведя

его к степенному ряду, сумму которого можно найти. Идея этого ме-

метода состоит в следующем: если ряды
оо оо

Ро + /_^Pn cosnx, V^j9nsinnx B7)
n=l n=l

сходятся на отрезке [—тг;тг], кроме, быть может, конечного множества

точек, то на том же множестве значений переменной х сходится ряд
(X) (X) (X)

Ро + ^^pncosnx + г ^^pnsmnx = р0 + ^^PnZn, z = егх. B8)
n=l n=l n=l

Поскольку он сходится в некоторых точках единичной окружнос-
окружности \z = 1, то он сходится в открытом круге \z\ < 1 и его сумма

оо

fG\ _ f(i(p\ _ i V~^ n
_ iip

J \6)
—

J у e J
—

PO \ / J
Pn^ i

& — ' e
i

n=l

при 0 < \z\ = r < 1 является аналитической функцией. Если
оо оо

и(х) = ро Н~ / pncosnx, v(x) = \ j9nsin?7/X,
n=l n=l
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то согласно второй теореме Абеля для тех точек ж, в которых ря-

ряды B7) сходятся, имеет место равенство

u(x)+iv(x) = f(eix). C0)
Когда удается найти функцию / в явном виде (т. е. выразить ее

через элементарные функции) и вычислить ее значение, стоящее в

правой части равенства C0), то тем самым удается найти и суммы

рядов B7).

ПРИМЕРЫ С РЕШЕНИЯМИ

Пример 1. Разложить в ряд Фурье функцию /(ж) = спж, —тг ^
^ ж ^ тг. Построить график суммы ряда.

А Вычислим коэффициенты Фурье функции f(x) = спж (при вы-

вычислении воспользуемся результатом, полученным в примере 20 §6):

а0

7Г

1 С л 7 shx
= - / сп х ах —

тгУ тг

7Г

ап =
- /спж cosnxdx = (-1)п ,

S

Жоч, п е N.
7TJ ТГA+П2)

о

В силу четности функции / все коэффициенты Ъп = 0, п Е N. Со-

Согласно теореме 1 ряд Фурье функции / на отрезке [—тг; тг] сходится к

самой функции /:
, sIitt Л

, ov^/ i\n 1 \ / /

сп ж = 1 + 2 > (— 1) г cos пж , —тг < ж < тг.
тг V ^-^ 1 + п2 /

п=1

На рис. 22.1 сплошной линией изображен график суммы ряда
Фурье функции спж, а штри-

штрихами — график самой функ-
функции спж вне отрезка

[-тг;тг]. А

Пример 2. Разложить в

ряд Фурье функцию /(ж) =

= впж, -тг < ж < тг. Постро-
Построить график суммы ряда.

А Вычислим коэффици-
коэффициенты Фурье. Интегрируя
по частям и используя

снова результат, полученный в примере

тг тг

2

-Зтг

Рис. 22.1

20 § б, будем иметь

=чтг J

2 Г
sh ж sin nxdx = / sh x d cos nx =

тгп J
о

= [ sh ж cos nx

тг A \

— / ch x cos nxdx =

о У У
о

7
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В силу нечетности функции shx все коэффициенты ап, п = О,1,2,...,
равны нулю. Согласно теореме 1 ряд Фурье функции shx на интерва-

интервале (—тг;тг) сходится к самой функции:
оо

snx =
— '\

п=1

7

а в точках ж = —тг и ж = тг его сумма равна

/(-тг + О) + /(тг-О)
_

sh(-7r)

-тг < х < тг,

_

2 2

На рис. 22.2 сплошными линиями изображен график суммы ря-
ряда Фурье функции shx, а штрихами

— график самой функции вне

отрезка [—тг;тг]. А

Пример 3. Разложить в ряд

Фурье функцию, получающую-
получающуюся периодическим продолжени-
продолжением с периодом 2тг из функции

/(*)=ZL^> (Кх<2тг, C1)

и доказать с помощью этого раз-

разложения, что

\=1-\ + \-\+- С32)

(ряд, стоящий в правой части

этой формулы, называется ря-

рядом Лейбница).
А При периодическом про-

продолжении с периодом 2тг функции C1) получится функция, отличаю-

отличающаяся от нечетной только значением в нуле. Поэтому для нее ап = О,

Ьп = -

—тг~ sin nxdx = / (тг - х) d cos nx =

тг J 2 riTvJ
о о

Рис. 22.2

1 / \

* 1 } л
1

= (тг — х) cos nx / cos пхах = —.

птг о тгп J п

Таким образом,

Е
71=1

C3)

Из теоремы 1 следует, что на интервале @;2тг), выполняется ра-

равенство

0 < х < 2тг. C4)
71=1
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При х = 0 и х = 2тг это равенство уже не имеет места. График суммы

ряда Фурье C3) изображен на рис. 22.3.

Из равенства C4) при х = тг/2 следует равенство C2). Выведем его

и другим способом, получив из C4) еще два интересных разложения.

у=-

О

тг/2
^тг 2tt^^3ti

Рис. 22.3

Заменив в C4) х на 2х и разделив обе части получившегося ра-

равенства на 2, получим
00

Вычтя это равенство из равенства A2), будем иметь

ОО

тг
_ ^-^ sinB?; — 1)х ~

~i~*-^ 2k- 1
'

Положив здесь х = тг/2, получим соотношение C2). А

Пример 4. Найти комплексную форму ряда Фурье периодической
с периодом тг функции

г/ \
_

Г cos ж, 0 < ж < тг/2,

и сумму полученного ряда в точке ж = тг.

А Находим коэффициенты Фурье (здесь 21 = тг):

^
тг/2

сп =
- / cosxe~2nxzdx =
тг j

1 sin ж — 2m cos x _2пгж

ТГ -4п2

тг/2 1 2т + еП7Г

тг 1 - 4п2 тгA - 4п2)

Следовательно, оо

, ч 1 V^ 2Ш + ( —1) 2777Т
^х)

тг ^ 1-4п2
п=—оо

На интервале (О;тт) ряд сходится к функции /(ж), в точке х = тг
— к

/(+0) +/(тг - 0)
=

1

2 2

Пример 5. Доказать, что кусочно гладкая на отрезке [0;/] функ-
функция может быть разложена на этом отрезке в ряд вида A5):
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1) по синусам; 2) по косинусам.

А Пусть функция / кусочно гладкая на интервале [О;/]. Если про-

продолжить функцию / с полуинтервала @;/] на полуинтервал [—/;0)
нечетным образом и положить

0, х = 0,

то функция F будет кусочно гладкой на отрезке [—/;/] и потому, со-

согласно теореме 1, может быть разложена на этом отрезке в ряд A5). В

силу нечетности функции F в этом ряду будут иметься только чле-

члены с синусами. На отрезке [—/;/] указанный ряд будет разложением

заданной функции / по синусам.

Если продолжить функцию / с отрезка [0; I] четным образом на

отрезок [—/;0], то продолженная функция, согласно теореме 1, будет
также раскладываться на отрезке [—/;/] в ряд Фурье, а так как она

четная, то этот ряд содержит только члены с косинусами и ясно, что

на отрезке [0;/] он дает разложение функции / по косинусам. А

Пример 6. Разложить в ряд Фурье периодическую с перио-

периодом 21 функцию /, если f(x) = х при а ^ х < а + 21. Выяснить,
для каких значений х будет справедливо это разложениеГ Чему бу-
будет равна сумма ряда Фурье в остальных точкахГ

А Найдем коэффициенты Фурье функции / (см. A2)):
а+2/

„.2 а+21

а+21

а

Таким образом,

1 Г птгх , 21 . птга

ап
=

т / х cos ——ах = — sin ——,
/ J I П7Г I

а

а+21
, 1 Г птгх , 21 птга ..

Ьп = - / х sm ах = cos , п G N.
I J I птг I

оо

-/ ч j 21 \-^ 1 Г . птга птгх птга . птгхЛ
j (х) ~ а + I -\ 2_^

~ sm ~г~ cos ~~i cos ~г~ sm ~г~
—

.

7 ,
21 v-^ I . птг / ч

= а + I-\ > — sm —— (а — х).
7Г ^-^ П I

1п=1

Сумма получившегося ряда в точках х е (а;а + 21) равна ж, в точ-

точках х — а и х = а + 21 равна

/(а + 0) + /(а + 21 - 0)
_

2
— а -\-1,

а в остальных точках числовой оси сумма в силу ее 21 -периодичности

находится из ее значений в точках отрезка [а] а + 21]. А
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Пример 7. Разложить в ряд Фурье функцию

А Согласно формулам Эйлера A9), имеем

z2 + 1 . z2 — 1 ,пп,
cos х = —-—, sin х =

. , C6)
ZiZ ZiZt

где г = егх. Подставим выражения для синуса и косинуса C6) в фор-
формулу C5) и представим получившуюся рациональную функцию пара-
параметра а в виде суммы двух дробей следующим образом:

a sin ж
_

a(z2 — 1)
_

1 ( 1 1

l-2acosx + a2 2гA - az)(z - a) 2i\l-az 1 - a/

Поскольку

\az\ = \аегх\ = \a\ < 1, \o>/z\ = |ае~гж| = \a\ < 1,
то дроби 1/A

— az) и 1/A — a/z) можно разложить в степенные ряды

(эти дроби представляют собой суммы бесконечно убывающих гео-

геометрических прогрессий). В результате получится ряд Фурье функ-

функции C5) в комплексной форме:
ОО ОО „ ОО

Z'1 . _. ,

п=0 п=0 п=1

Заметив, что

einx _ e-inx
=smnx,

2%

будем иметь
(X)

a sin ж

1 — 2a cos x + a2
n—l

Пример 8. Разложить в ряд Фурье неограниченную периодичес-

периодическую функцию
/(x)=ln|2cos(x/2)|. C7)

А 1-й способ. Непосредственно вычислим коэффициенты
Фурье функции C7). Функция / четная, поэтому Ъп = 0, п е А/,

тг тг/2 тг/2
1 Г ( х\ 1 Г ( х\ тг/2 Г ( х\

а0
= - / In 2 cos - )dx = - / In 2 cos - Ыж Н—^— / In 2 cos - dx.

тг J V 2/ тг J V 2/ тг J \ 2/
0 0 0

Сделав во втором интеграле замену переменного х = тг
— ?, убедимся,

что ао
= 0. При вычислении коэффициентов an, n G А/, проинтегри-

проинтегрируем по частям и сделаем замену переменного х на тг - ж:

sinra2f, /о ж\ 2 / x\si
an =

— / In I 2 cos — 1 cos nxdx = — In ( 2 cos — 1 —

1 isinnx sin(x/2) ,

_

, -i\n—l 1 ?sinnx cos(x/2)
/ 7 / \ ЯЖ — ( -L ) / ; z ~. г

птг J cos(x/2) птг J sm(x/2)
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Представив подынтегральную функцию в виде суммы

sinnx cos(x/2) _
sin(n + 1/2)ж sin(n — 1/2)ж

sin(x/2)
~

2 sin(x/2) 2 sin(x/2)
и использовав для вычисления интеграла от каждого слагаемого тож-

тождества

п п—1

sin(n+l/2)x 1 v^ 7 sin(n — 1/2)ж 1 v~^ 7

о
.

(
'! = - + > coskx, ov . , ^-^ = - + > cos kx,

2 sm(x/2) 2 ^-^ 2 sm ж/2 2 ^-^
v ' J

k=i
v 7 J

k=i

an = , n e N.

будем иметь

Поэтому

In 2 cos
2

x^^BA: + l), keZ. C8)

2-й способ. Применим для разложения в ряд Фурье функ-
функции C7) метод, основанный на применении формул Эйлера A6). Поло-
Положив z = егх, —тг < х < тг (следовательно, z ^ —1), в силу формул A6)
будем иметь

In 2 cos - = In B cos ^) =ln —
V 2 У егix/2

Заметив, что |z| = |егж| = 1, z ф — 1 и zn = егпх = cosnx + г sinnx,
получим, разложив в степенной ряд логарифм ln(l + z) (см. § 21),

В результате будем иметь

\ Л/_-|\

n~
сю

n=l

cosnx

n

'

n-ie

n

с
1

. / X

Ч я

_

osnx

n

OO

(X)

n=l

^( f
га=1 п=1

Поскольку в левой части этого равенства стоит действительное число,
мнимая часть его правой части равна нулю:

(X)

_|+V(-1)-1^^=O, D0)
п=1

и, следовательно, из формулы C9) следует разложение C8).
Отметим, что попутно получилось разложение в ряд Фурье функ-

функции ж/2. Действительно, из равенства D0) имеем

х

2
п=1
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Пример 9. Доказать формулу A7).
А Подставив в сумму Фурье

Sn(x) = а0 + ^(а/г cos kx + bk sinhx)

выражения (З) для коэффициентов Фурье, получим
7Г П 7Г

Sn(x) = — / f(t) dt + У^ - / f it) (cos kt coskx + s'mkt sin kx)dt =
&1&=1 —7Г

+ J2cos fc(^ -

Сделав в получившемся интеграле замену переменного u — t-x, по-

получим формулу A7). А

Пример 10. Доказать: если все коэффициенты Фурье непрерыв-
непрерывной периода 2тг функции равны нулю, то сама функция тождественно

равна нулю.

А Из формулы B4) и условий а$ = 0, ап = Ъп = 0, п G А/, следует,
что для любого х G [—тг;тг] имеет место равенство

х

ff(t)dt = O.

о

Дифференцируя его, получим f(x) = 0. А

Пример 11. Разложить в ряд Фурье функцию

f(x) = ln(l - 2а cosx + а2), \а\ < 1.

А Для производной f (х) = заданной функции f(x)
1 — 2а cos ж + а2

мы уже получили разложение в ряд Фурье в примере 7:
оо

/'(*)= 2 2>
71=1

Проинтегрировав это равенство, получим

ОО

1пA - 2а cos х + а2) = -2 У^ — cos nx + с.

71=1

Положив а = 0, будем иметь с = 0. Поэтому
(X)

1пA - 2а cos ж + а2) = -2 V^ — cosnx. A

71=1

Пример 12. Пусть квадрат функции / интегрируем на отрез-
отрезке [—тг;тг]. Доказать равенство

7Г 7Г П

/( ffr} — Q (г*. f^2j —

I *2
(

\ j
_

/ о 2 , V^/»2 _|_ l2\ A /^1 Л
1/IXJ ^П\*Ь •> I I I М"Ь — / / \«*^ / l*X /I I ^U/r| п^ / III, Т (/{.I • V^t-1-/
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А Возведя в квадрат подынтегральное выражение в левой части

равенства и интегрируя его, получим
7Г

J(f(x)-Sn(x;f)Jdx =
— 7Г

7Г П
2

= / (f(x) — (ао + Х^(а/е cos kx + bk sin kx)JJ dx =

k l

7Г П 7Г 7Г

f ао / /(ж) dx + V^ ( а^ / f(x) coskxdx + bk f(x) sinkxdx J J =
7Г fe= l 7Г 7Г

da;
^

-7г к=1 k=l

)) -

7Г П

= ff(x) dx -7гBа20 + J](a2, + Ъ2к)).
k l

Из формул B6) и D1) следует, что для любой функции, квадрат

которой интегрируем на отрезке [-тг; тг], ряд Фурье этой функции схо-

сходится к ней в смысле среднего квадратичного на этом отрезке, т. е.

тг

Кт^ I (f(x) - Sn(x; f)Jdx = 0. D2)
— тг

Пример 13. Пусть функция / непрерывна на отрезке [0;тг] и

имеет производную, квадрат которой интегрируем на этом отрезке.

Доказать: если
тг

ff(x)dx = 0, D3)
о

то справедливо равенство
тг тг

j{f\x)fdx D4)
О О

А В силу условия D3) разложение функции / по косинусам на

оо

отрезке [0;тг] имеет вид Y^ancosnx (т. е. ао
= 0), поэтому ff(x) ~

71=1

пап sin их. Поскольку а2 ^ ?^2а2, п Е А/, то из равенства Пар-
71=1

севаля для функций / и /'
тг оо

_

тг оо

2 Г /г/ \\2 7 \~^ 2 2 f / г//

J \J\X)) ах — / j ani J \J \x
п=1 о п=1
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сразу следует неравенство D4). А

Пример 14. Использовав разложение C4) функции /(ж) = (тг —

—х)/2 в ряд Фурье, найти с помощью равенства Парсеваля сумму ря-

71=1

А В силу равенств A2) и C5) имеем

2тг о 2тг 2тг 2тг 9
L 1 Г f тг-ху , тг /* , 1/J,1/J27 тг

?
= *Д"Н ** = -4Jdx--jxdx+-Jxdx= -.

п=1 О ООО

Пример 15. Найти сумму ряда
оо

EcosnxП
71=1

А Наряду с рядом D5), который сходится при х ф 2тгк, к е Z,

рассмотрим ряд ^

Е^г^- D6)
71=1

Этот ряд сходится на всей числовой оси. В данном случае для функ-

функции f(z) (см. A5)) имеем

71=1

Следовательно, обозначая сумму ряда D5) через и(х), а сумму ря-

ряда D6) через v(x), получим

и(х) + iv(x) = In г-
,

0 < х < 2тг. D7)
1 — егх

Преобразуем выражение, стоящее под знаком логарифма:

1
_

1

1 — егх A — cos x) — г sin ж

1 1 1

2 sin2(x/2) - 2г sin(x/2) cos(x/2) 2 sin(x/2) sin(x/2) -icos(x/2)

С 2
-

2;+г sin С 2
-

2 л -cos С 2
-

Таким образом, модуль числа 1/A — егх) равен 1/2 sin(x/2), а аргу-

аргумент (тг — х)/2. Поэтому из равенства D7) будем иметь

(ж) + iv(x) = In — = In z—г— + г =
v ; v ;

1-егх 2 sin(x/2) V2 2 У

= In B sin I
г(тт-ж)
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Откуда сразу находится сумма ряда D5):
оо

V"^ COS ПХ , /о . X \ п о

> = - In 2 sin -

, 0 < ж < 2тг. А

71=1

Заметим, что заодно мы доказали, что

оо

v-^ sin пх тг — х п о

> -*-> 0<ж<2тг.

п=1

ЗАДАЧИ

1. Разложить в ряд Фурье функцию:

1) sin2 ж; 2) cos3 ж; 3) sin4 ж; 4) sin6 ж cos4 ж; 5) sin8 ж + cos8 ж;

6) sin5 ж.

2. Каков будет ряд Фурье для тригонометрического полинома

п

Тп{х) = ао + У^(а/е cos &ж + 6/. sin /еж)Г
k=l

3. Найти частичную сумму 5з(ж;/) ряда Фурье функции

{0,
-1<х^0,

ж, 0 ^ ж ^ //2,
//2, 1/2^x^1,

периодически продолженной с периодом 21.

Разложить в ряд Фурье функцию /(ж), указать промежутки, в

которых сумма ряда Фурье равна функции /(ж), и найти сумму ряда

в указанной точке жо D-11).
4. /(ж) = Ж, —7Г ^ Ж ^ 7Г, Жо = 7Г.

1, 0 ^ Ж ^ 7Г, Л

0; чг ^ х < 0;
Жо=°-

J K J

\ —тг/4, -тг ^ ж < 0;

^т г/ \ Г aj 0 ^ Ж ^ 7Г, Л7. f(ж) = < . ^' ж0 = 0.J y J

| -а,
— тг ^ ж < 0;

8. /(ж) = 7Г + Ж, —7Г ^ Ж ^ 7Г, Жо = ТГ.

9. /(ж) = |ж|, —тг ^ ж ^ тг, жо = тг.

in *( \ / 0» -тг ^ ж < 0,10. /(ж) = < п ^ ^ хо = -тг.
e/v/

[ж, О^ж^тг;
и

11 // \ / ~2ж5 -тг < ж ^ 0,11. fix) = < or»/ ^ Жо=ТГ.17 v у 1 Зж, 0 < ж ^ тг;
и
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12. Разложить в ряд Фурье функцию /(ж) = sign ж, —тг < ж < тг,

и, пользуясь полученным разложением, найти сумму ряда Лейбница

у (-1)"

Разложить в ряд Фурье функцию /(ж) на указанном промежутке,

длина промежутка является периодом A3-26).

{А,
0<х<1,

А/2, х = I, на интервале @, 21).
О, / < ж < 21,

14. /(ж) = |ж| на отрезке [—1;1].
ir ?( \ Г аж, -тг < ж < 0, , ч

15. fix) = < 7 гл /
на интервале (—тг,тг).

у их, и ^ х ^ /I,

лп ?( \ \ aJ -тг/2 < ж < тг/2, ,

/о о /оч
16. г(ж) = < 7 /о ^ ^ о /о

на интервале (—тг/2, Зтг/2).J v ;

\Ь, тг/2 ^ ж < Зтг/2,
н v / ? / у

17. /(ж) =ж + signж на интервале (—тг;тг).
18. /(ж) = тг2 - ж2 на интервале (—тг; тг).
19. /(ж) = ж3 на интервале (—тг;тг).
20. /(ж) = еах, а ф 0, на интервале (—тг; тг).
21. /(ж) = е21ж1 на интервале (—тг;тг).
22. /(ж) = sinax, a e Z на интервале (—тг;тг).
23. /(ж) = соваж, а ^ Z на отрезке [—тг;тг]. Доказать с помощью

получившегося разложения, что

1
. v^ 2ж

с!ёж= - -

X1 —
п=1

24. /(ж) = ж sin ж на отрезке [—тг; тг].
25. /(ж) = ж cos ж на отрезке [—тг/2; тг/2].
о.

-, ч Г 0, -тг ^ ж < 0, г -,
26. /(ж) = < .

п . . на отрезке —тг,тг .

J к J

[ sin ж, 0 ^ ж ^ тг,
^ L ' J

27. Разложить в ряд Фурье периодическую с периодом 2 функ-

функцию /, если /(ж) = ж, ж G A;3). Нарисовать график суммы ряда.

28. Разложить в ряд Фурье функцию /(ж) = ж2, -1 ^ ж ^ 1, пе-

периодически продолженную с периодом 2. Нарисовать график суммы

ряда.

29. Разложить в ряд Фурье функцию

{,
^^,

1, 1<ж<2,

периодически продолженную на всю числовую ось с периодом 3. На-

Нарисовать график суммы ряда.
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30. Разложить в ряд Фурье функцию /(ж) = тг
— 2ж, 0 < ж ^ тг,

продолжив ее на отрезок [-тг; 0]:
1) четным образом; 2) нечетным образом.

Нарисовать в обоих случаях график суммы ряда.

31. Разложить в ряд Фурье функцию /(ж), заданную на отрез-
отрезке [О;тг] и продолженную на отрезок [—тг;О] четным образом. Нарисо-
Нарисовать график суммы ряда:

xi 0 ^ ж ^ тг/2, ъ\ *( \

\ 2)f(x)=

Разложить в ряд Фурье периодическую функцияю C2-39).
32. /(ж) = sign (cosж). 33. /(ж) = arcsin(cosx).
34. /(ж) = arcsin(sh^). 35. /(ж) = ж

— [ж].
36. /(ж) = (ж) — расстояние от ж до ближайшего целого числа.

37. /(ж) = | cosx|. 38. /(ж) = |sina;|. 39. /(ж) = | cos(x/2)|.
40. Разложить функцию /(ж) = ж, 0 ^ ж ^ тг, в ряд Фурье по ко-

косинусам.

41. Разложить функцию /(ж) = С08 2ж, 0 ^ ж ^ тг, в ряд Фурье по

синусам.

42. Разложить в ряд Фурье на @; тг) по косинусам функцию

2-ж, 0<ж<тг/2,
О/о <^ ^

, ТГ / Zi <^ X \ ТГ.

43. Разложить в ряд Фурье на интервале @; тг) по синусам функ-
функцию

sin ж, 0 ^ ж ^ тг/2,
0, тг/2 < ж < тг.

44. Разложить функцию

ж, 0 ^ ж ^ 1,
*Ы =

\2-х,
в ряд Фурье по косинусам на отрезке [0;2].

45. Разложить функцию /(ж) = ж2 в ряд Фурье:
1) на отрезке [—тг;тг] по косинусам;

2) на интервале @; тг) по синусам;

3) на интервале @; 2тг) по синусам и косинусам.

Пользуясь этими разложениями, найти суммы рядов

1

„ „ B„ _ 1J
•

71=1 71=1 71=1

46. Разложить в ряд Фурье функцию /(ж) = ж
— ж2/2, 0 ^ ж ^ 1:

1) по косинусам; 2) по синусам.
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47. Разложить в ряд Фурье по синусам функцию

f[x) = ж sin ж, 0 ^ ж ^ тг.

2 2 °°

ла г, Зх — бтгж + 2тг v^ cos пх гл ^ ^
48. Доказать, что =

2_^ —\— •> 0 ^ ж ^ тг.

п=1

Указание. Воспользоваться результатами задач 40 и 45.

49. Разложить в ряд Фурье по косинусам функцию /(ж) = ех на

интервале @; In 2).
50. Разложить в ряд Фурье по синусам функцию

, 7Г/2<Ж<7Г.

51. Разложить в ряд Фурье по синусам функцию

52. Разложить функцию /(ж) = еаж, 0 < х < тг:

1) в ряд Фурье по косинусам; 2) в ряд Фурье по синусам.

53. Разложить функцию f(x) = sin ах, 0 ^ х ^ тг, в ряд Фурье
по косинусам.

54. Разложить в ряд Фурье по косинусам функцию

55. Разложить в ряд Фурье по косинусам функцию

,м _

Г 1-ж/2а, 0 ^ж ^ 2а,

/W~\ 0, 2а<ж^тг.

56. Доказать, что

оо

^-^ COS Bn — 1)Х
_

1 ,

9V29 92n\ П
^-^ Bп — IL 96
71=1

57. Найти ряд Фурье в комплексной форме функции

L, О^ж^тг,

58. Разложить в ряд Фурье в комплексной форме периодическую
с периодом 2тг функцию /(ж) = еж, —тг < ж < тг, /(тг) = сптг.

59. Разложить в ряд Фурье в комплексной форме периодическую
с периодом 3 функцию
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60. Разложить в ряд Фурье с помощью комплексной формы ряда
Фурье функцию:

1) f(x) =
1~а

\а\ < 1;' v '
1 - 2а cos х + а2 '

оч ?(
ч 1 — a cos ж | 1

2) /0*0 = 1 о Г~2 '
а < L

1 — 2а cos ж + а1

61. Разложить в ряд Фурье неограниченную периодическию

функцию:

1) f(x) = In | sin(a;/2)|; 2) f{x) = In |tg (a;/2)|.
62. Использовав разложение функции /(ж) = ж в ряд Фурье (см.

задачу 4), доказать, что:
оо

i\ -1
1

о V^ (—1) cosnx . .

1) ж sin ж = 1 - - cos ж - 2 2_^ -—~2—й 5
-тг ^ ж ^ тг;

п=2

оч 1 . or^ (—l)nnsmnx
2) ж cos ж = sin ж + 2 > -—'—

, —тг < ж < тг.
2 *-^ п1 — 1

63. Использовав разложение функции In |
— 2со8(ж/2)| в ряд Фурье

(см. пример 6), доказать, что:

1) sin ж In B cos - ) = - sin ж + >^ _ sinnx, —тг < ж < тг;' V 2/4 ^-^ п2 - 1
п=2

оо

2) cos ж In ( 2 cos - ) = cos ж + >^ -Цн-— cos пж, —тг < ж < тг.
V 2/24 *-^ п2 — 1

п=2

64. Доказать, что если абсолютно интегрируемая на отрезке [—тг; тг]
функция / удовлетворяет условию:

1) /(ж + тг) = /(ж), то а2п-1
= Ь2п-1 =0, n G /V;

2) /(ж + тг) = -/(ж), то а0
= 0, а2п = Ь2п = 0, n G Л/.

65. Доказать, что если абсолютно интегрируемая на отрезке [0; тг]
функция / удовлетворяет условию /(тг — ж) = /(ж), то ее коэффици-
коэффициенты Фурье обладают следующими свойствами:

1) при разложении / в ряд Фурье по косинусам а2п-\ =0, п G А/;
2) при разложении / в ряд Фурье по синусам Ь2п = 0, п G N.

66. Как следует продолжить абсолютно интегрируемую на отрез-

отрезке [0;тг/2] функцию на отрезок [—тг;тг], чтобы ее ряд Фурье имел вид

\ ап cosBn - 1)жГ
71=1

67. Как следует продолжить абсолютно интегрируемую на отрез-

отрезке [0;тг/2] функцию на отрезок [—тг;тг], чтобы ее ряд Фурье имел вид

оо

2^ Ьп sinBn — 1)жГ
71=1
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68. Разложить функцию f(x) = ж(тг/2 — х) в ряд Фурье на отрез-

отрезке [0; тг/2]:
1) по системе {cosBn — 1)ж}, п Е А/;
2) по системе {sinBn — 1)ж}, n Е N.

69. Доказать, что кусочно гладкая на отрезке [0;/] функция может

быть разложена в ряд вида

оо

V^ 7 . Bп - 1)тгж
> ,

&2п-1 Sin : .

71=1

70. Доказать, что кусочно гладкая на отрезке [0;/] функция может

быть разложена в ряд вида

оо

2птгх

2п COS .

п=1

71. Доказать при 0 < х < тг равенство:
оо

л ч v^ sin Bn — 1)х тгж / ч

2) \v л\п cosBn-

g^1) Bn-3)(L-l)Bn + l)
=

8
C

72. Какими особенностями обладают коэффициенты Фурье функ-
функции периода 2тг, если ее график:

1) имеет центр симметрии в точках @;0) и (=Ьтг/2;0);
2) имеет центр симметрии в начале координат и оси симмет-

симметрии х = ±тг/2Г
73. Как связаны между собой коэффициенты Фурье ап, Ъп и ап,

Рп функций fug, если f(-x) = g(x)T
74. Как связаны между собой коэффициенты Фурье ап, Ъп и ап,

/Зп функций / и #, если /(-ж) = -#О)Г
75. Доказать, что ряд Фурье конечной линейной комбинации

2тг-периодических, абсолютно интегрируемых на периоде функций ра-
равен такой же линейной комбинации рядов Фурье заданных функций.

76. Пусть / — 2тг-периодическая функция, абсолютно интегри-

интегрируемая на периоде. Доказать, что если а*, 6* — коэффициенты
Фурье функции /*(ж) = f(x + h), a ап, Ъп — коэффициенты Фурье
функции /, то

а% = а0, а* = ап cos nh + bn sin n/i,

&* = &n cos nh -

an sin n/i.

В задачах 77-79 / = и + iv — 2тг-периодическая функция, абсо-
оо

лютно интегрируемая на периоде и / ~ ^ спеетж



466 Гл. 5. Функциональные последовательности и ряды

оо

77. Доказать, что /(ж + а) ~ \J (спета)етж, а е R.

п=-оо
^

78. Доказать, что если & Е Z, то j[x)elkx ~ у^ сп_^ег1

79. Доказать, что /~

80. Пусть функции /ид 2тт-периодические, |/|2 и |д|2 интегри-

интегрируемы (в несобственном смысле) на отрезке [—тг;тг],
оо оо

С 6 О r^J 7 CL 6' ^ /-^
п=—оо п=—оо

Доказать, что тогда произведение fg является 2тг-периодической,
абсолютно интегрируемой на периоде функцией, и если

оо оо

fg ~ у кпегпх, то кп = у cmdn-m.
п=—оо га= — оо

81. Доказать, что

1 1 v^ sin2n7rx Г ж
- [х\ для нецелых ж,

_

Г

\2 тг ^ п \ 1/2 для целых х.

Указание. Воспользоваться разложением A2) в примере 3.

82. Доказать, что для любого х G /?, х ф тгт, т G Z, выполняется

равенство ^

sm х х \ + /
п-1

Указание. Воспользоваться результатом задачи 23.

83. Доказать, что если функция / непрерывно дифференцируема
на отрезке Гж;ж + тг], то

ОО Ж+ 7Г

/(ж + тг) - f(x) = - ^ Е / /(*) cos (Bn + !)(*- ж)) di

(Стеклов).
84. Пусть ап, 6П — коэффициенты Фурье функции, равной ех на

интервале (—тг;тг). Найти сумму ряда
оо

Е (a2n+i cos Bn + 1)ж + &2n+i sin Bn

при х е (—тг;тг).
85. Доказать, что коэффициенты Фурье ап, Ъп абсолютно интег-

интегрируемой на отрезке [—тг; тг] функции стремятся к нулю при п —У оо

(Риман).



§ 22. Тригонометрические ряды Фурье 467

86. Доказать, что ядро Дирихле Dn является четной непрерывной
2тг-периодической функцией, Dn@) = п + 1/2,

7Г

- Г Dn(t)dt = 1
7Г J
— 7Г

и при t ф 2тгк, к G Z, имеет место равенство

, .

_ sin(n + l/2)t
n^ '

~

2 sin(t/2)

87. Доказать, что если / — 2тг-периодическая, абсолютно ин-

интегрируемая на периоде функция и Sn(x) — ее сумма Фурье поряд-
порядка п, то:

1) Sn(x) = - [Dn(t)[f(x + t) + f{x - t)] dt;
7Г J

0

2) для любого S G (О;тг) и любого x G R имеет место асимптоти-

асимптотическое равенство

s

Sn(x) = - [Dn{t)[f{x + t) + /(ж - t)} dt + o(l), n ^ oo.
7Г J

0

88. Доказать, что если / — 2тг-периодическая, абсолютно интег-

интегрируемая на периоде функция, то существование и значение предела

последовательности ее сумм Фурье Sn(x) в каждой точке хо G R за-

зависит только от существования и значения предела при п —У оо ин-

интеграла Л

_1
7Г

О

где й — сколь угодно малое положительное число (это утверждение
называется принципом локализации рядов Фурье).

89. Пусть / — 2тг-периодическая функция, абсолютно интегриру-
интегрируемая на периоде. Доказать, что если хо является точкой непрерывнос-

непрерывности или точкой разрыва первого рода и при некотором S > 0 сходится

интеграл д

J ~^dt>
о

где

/*(*) = fix + t) + fix -t)- fix + 0) - fix - 0),
то ряд Фурье функции / в точке ж0 сходится к значению

/(so + 0) + /(so - 0)
2

[признак Лини).
90. Доказать, что если / — 2тг-периодическая, абсолютно интег-

интегрируемая на периоде функция, а в точке х G R существуют пре-

предельные значения /(ж + 0), f[x — 0) и односторонние производные
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нию

, /-(ж)> то РЯД Фурье функции / сходится в этой точке к значе-

f(x + 0) + f(x - 0)

91. Функция /, определенная в некоторой окрестности U точ-

точки ж, называется удовлетворяющей условию Гёлъдера степени а > 0 в

этой точке, если существуют односторонние пределы f(x + 0), f(x —
- 0) и такая постоянная с > 0, что для всех h > 0, для которых
х + h Е U и х — h E U, выполняются неравенства

\f(x + К) - f{x + 0)| < с/Л \f(x -h)-f(x-0)\< cha.

Доказать, что если 2тг-периодическая, абсолютно интегрируемая
на периоде функция / удовлетворяет в точке х условию Гёльдера
степени а > 0, то ее ряд Фурье сходится в этой точке и его сумма

равна
/( + 0) + /@)

2

92. Доказать, что если 2тг-периодическая, абсолютно интегри-

интегрируемая на периоде функция имеет в окрестности данной точки огра-

ограниченную производную, то ряд Фурье функции сходится в этой точке

к значению функции.
93. Доказать, что ядро Фейера Фп является четной непрерывной

2тг-периодической функцией,

и при t ф 2тг&, k G Z, имеет место равенство

(. sin2((n+l)t/2)
пК)

2( + l)si

94. Доказать, что ядро Фейера Фп для любого 8 > 0 удовлетворяет

ловиюусловию
lim max Фп(?) = 0.
7WOO5^|?|^7r

95. Доказать: если функция непрерывна на отрезке [—тг; тг] и при-

принимает на его концах равные значения, то последовательность ее сумм

Фейера равномерно сходится на этом отрезке к рассматри-
рассматриваемой функции.

96. Доказать, что если / — 2тг-периодическая, абсолютно интег-

интегрируемая на периоде функция, имеющая в точке х пределы слева и

справа /(ж=Ь0), то (см. обозначения A8))

hm ап(х) = ^ }—+± }-.
п—>-оо z

97. Доказать, что если 2тг-периодическая, абсолютно интегрируе-
интегрируемая на периоде функция / непрерывна в точке х и ряд Фурье фун-
функции / сходится в этой точке, то его сумма равна /(ж).
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98. Доказать, что если функция / непрерывна на отрезке [—тг;тг] и

/(—тг) = /(тг), то для любого сг > 0 существует тригонометрический
многочлен п

Т(х) = Ао + ^(Ak cos /еж + Вк sin /еж)

такой, что для всех ж Е [—тг;тг] выполняется неравенство |/(ж) —
— Т(х)\ < а (Вейерштрасс).

99. Доказать, что для функции s(x;r) (см. B1)) имеет место фор-
формула тг

2

ф; r) = J_ /* /(?) 1^1—. _ dtv ' ;
2тг У J w

1 - 2r cos(t - x) + r2

[Пуассон).
~п

100. Доказать, что если 2тг-периодическая, абсолютно интегри-

интегрируемая на периоде функция / имеет в точке х пределы слева и спра-

справа f(x ± 0), то

1 /" 1 — г2
lim s(x;r) = lim — / fit) dt =

r^i_o
v ' 7

r^i-o 2тг У
J wl - 2r cos(t-aj) + r2

/(ж + 0) + f(x - 0)
2

т. е. ряд Фурье функции / суммируем методом Пуассона-Абеля к

значению —

9
'

101. Доказать, что если / - 2тг-периодическая, непрерывная функ-

функция, то s(x;r) равномерно стремится на всей числовой оси к функ-

функции / при г —> 1 — 0.

102. Доказать, что:

оо

4 ^-^ sinBn — 1)х
тг ^-^ 2п — 1

71=1

2) частичные суммы Sn(x) ряда Фурье функции sign ж имеют мак-

максимум при хп
= тг/Bп) и

т о / \ 2 7 sin ж л ,lim bnlxn) = - / аж > 1.
п—Усю ТГ J X

0

103. Доказать, что для любой функции / вида

f[x) = д(х) + с sign (ж — жо), —тг ^ ж ^ тг,

где постоянная с ф 0, |жо| < тг, д
—

непрерывно дифференцируемая
на отрезке [—тг : тг] функция, в точке ж =

жо имеет место явление

Гиббса: если Sn(x) — сумма Фурье порядка п функции /, то либо

Ит Sn(x) < /(ж0 - 0) ^ /(ж0 + 0) < lim Sn(x),

либо

Пт Sn(x) > /(ж0 - 0) ^ /(ж0 + 0) > Ит Sn(x).
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104. Функция Dn(x) = sinx + sin2x + ... + sinnx называется

сопряженным ядром Дирихле. Доказать, что:

i\ ~п (Т) - cos(x/2)-cos(n + x/2)x
2 sin(x/2)

' '

2^1 D Ml <
n

\D Ml <
n

П <r Irl < тг

7Г

1 /
105. Числа Ln = — \Dn(t)\dt называются константами Лебега.

тг J

Доказать, что:
~п

7Г

t\ т 2 т ^,1ч т /" I sint ,

1) Ln = - Jn + 0A), n -»> oo, где Jn = / —— dt;
7Г J \ t

2) Ln ~ — Inn, n ->• oo.

106. Рядом, сопряженным к тригонометрическому ряду A), назы-

называется ряд оо

/__Д—^n cosnx + an sinnx).
п=1

Пусть ряд A) является рядом Фурье функции /. Доказать, что

в этом случае частичные суммы Sn(x;f) сопряженного ряда могут
быть записаны в виде

Sn(x;f) = -- ( f(t)Dn(t-x)dt,
7Г J
— 7Г

где Dn(x) определена в задаче 104.

107. Доказать, что если / — интегрируемая по Риману на отрезке

[—тг;тг] функция и, следовательно, существует такая постоянная М >

> 0, что для всех х G [—тг;тг] выполняется неравенство |/(ж)| ^ М, то

\Sn(x;f)\ <: сМ Inn, \Sn(x;f)\ ^cM^n,

\х\ ^ тг, где с — некоторая абсолютная постоянная.

108. Пусть / — 2тг-периодическая, абсолютно интегрируемая на

периоде функция и
7Г

\dx(S;f)= sup [\f(x + h)-f(x)

(функция uj(S; /) называется интегральным модулем непрерывнос-
непрерывности функции /). Доказать, что для комплексных коэффициентов
Фурье сп функции / выполняются неравенства

109. В предположениях предыдущей задачи доказать, что для ко-

коэффициентов Фурье ап и Ъп функции /, принимающей только

действительные значения, выполняются неравенства

ПЕЛ/.
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110. Доказать, что если тригонометрический ряд сходится равно-

равномерно, то он является рядом Фурье своей суммы.

111. Являются ли нижеследующие тригонометрические ряды ря-

рядами Фурье:
оо оо оо оо

3) j а>1; 4) > smnx.

п=1

112. Разложить в ряд Фурье функцию

/О) = J In J ctg - (it, -тг

о
J g , ^ ж

о

113. Доказать, что если тригонометрический ряд имеет подпосле-

подпоследовательность частичных сумм, равномерно сходящуюся на отрез-

отрезке [—тг;тг] к некоторой функции, то этот ряд является ее рядом Фурье.
114. Доказать, что если непрерывная кусочно гладкая на отрезке

[—тг;тг] функция / принимает на его концах равные значения, то ее

ряд Фурье сходится к ней абсолютно и равномерно на отрезке [—тг;тг].
115. Не вычисляя коэффициенты ряда Фурье на (—тг;тг) функции

f(x) = тгж
— ж|ж|, выяснить, сходится ли этот ряд равномерно. По-

Построить графики сумм, продифференцированного и дважды продиф-

продифференцированного рядов.

116. Исходя из разложения

X = 2 2^(-1) J
-7Г < Ж < 7Г,

71=1

получить почленным интегрированием разложения в ряд Фурье функ-
функций ж2, х3 их4.

117. Доказать, что тригонометрический ряд

является, а ряд

\ л

п=2

оо

Е
п=2

cosnx

Inn

sinnx

Inn

не является рядом Фурье.

118. Доказать, что если две непрерывные периода 2тг функции
имеют одинаковые коэффициенты Фурье, то эти функции тождест-

тождественно равны.

119. Доказать, что если функция / непрерывна на отрезке [—тг; тг]
и ее ряд Фурье сходится равномерно на этом отрезке, то в любой

точке отрезка [—тг;тг] сумма ряда равна функции / в этой точке.
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120. Доказать, что если функция / абсолютно интегрируема на

отрезке [—тг;тг], оо

ао + 2^ (an cos nx + bn sin nx)
n=l

— ее ряд Фурье, то для любых точек х' Е [—тг;тг] и х" Е [—тг;тг] спра-

справедливо равенство
оо х"

I f(x) dx = aodx + 2^, / (an cos nx + bn sin nx) dx.
n=l xi

121. Проинтегрировав почленно разложение
(X)

i 7Г - X

0<<

n=l

получить формулу
V"^ COS ПХ

2 ^^ 4 2Y
n=l

122. Доказать, что если функция / имеет на отрезке [—тг;тг] не-

непрерывные производные до порядка к — 1 включительно и кусочно

непрерывную производную порядка к ^ 1, причем /^(—тг) = /^(тг),
j = 0,l,2,...,fc-l, то:

1) коэффициенты Фурье функции / удовлетворяют неравенствам

^ %, new,

оо

где ряд 22?^ СХ°ДИТСЯ5

п=1

2) ряд Фурье функции / равномерно и абсолютно сходится на от-

отрезке [—тг;тг] к функции / и

\f(x)-Sn(x;f)\^ -^- -тг^а^тг,
п/С-1/2

где lim Sn = 0.
п—^оо

123. Используя результаты задачи 122, оценить коэффициенты
Фурье функции /(ж), заданной на отрезке [—тг;тг], если:

1) f(x) = х10; 2) f(x) = х5; 3) f(x) = (х2 - тг2I0;

4) f(x) = (х2 - тг2) sin2 х; 5) f(x) = (х2 - тг2L sin2 2x;
6) f(x) = (х2 -7r2J(cos5a;-cos3a;J.
124. Доказать, что если функция / имеет на отрезке [—тг;тг] не-

непрерывные производные до порядка к — 1 включительно и интегри-

интегрируемую по Риману производную порядка к ^ 1, причем
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то
1п^

I/O) - Sn(x;f)\ ^ Ack^, -тг ^ х ^ тг,

где А
— абсолютная постоянная.

Указание. Воспользоваться результатом задачи 122.

125. Доказать, что если функция / = и + iv имеет на отрезке

[—тг;тг] непрерывные производные до порядка к — 1 включительно и

f^\—7r) = /^(тг), j = 0,1, ...,& — 1, кусочно непрерывную производ-

производную порядка Ц1 и

ТО

сп
— сп I \гп) •

126. Доказать, что для комплексных коэффициентов Фурье сп

2тг-периодической, абсолютно интегрируемой на периоде функции /
имеют место формулы

j
127. Пусть функция / абсолютно интегрируема на отрезке [—тг;тг]

и удовлетворяет условию Гельдера степени а, 0 < а ^ 1, на отрез-

отрезке [а; Ь] С [—тг;тг], т. е.

\f(x")-f(x')\^c\x"-x'\a, х',х"е[а;Ъ].
Доказать, что на любом отрезке [c;d], а < с < d < b, ряд Фурье

функции / сходится к ней равномерно.

128. Доказать, что если 2тг-периодическая, абсолютно интегриру-
интегрируемая на периоде функция имеет на отрезке [а; Ь] ограниченную произ-

производную, то на любом отрезке [а; C], а < а < C <Ь, ряд Фурье функции
сходится к ней равномерно.

129. Пусть функция / абсолютно интегрируема на отрезке [—тг;тг]
и непрерывна на отрезке [а;Ь] С [—тг;тг]. Доказать, что если интеграл

о

/
где

/*(*) = f(x + *)+ f(x - *) - Я* + 0) " Я* " 0),
при некотором S > 0 сходится равномерно относительно х G [а;Ь], то

ряд Фурье функции сходится к ней равномерно на [а; Ь]. Определение
равномерной сходимости интеграла см., например, в [2, с. 122].

130. Доказать, что если последовательность {ап} монотонно стре-

стремится к нулю, то ряд оо

по + 2^ an cos nx '•

71=1
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1) сходится на всей числовой оси, кроме, быть может, точек ви-

вида х = 2тгт, т Е Z;
2) при любом S > 0 сходится равномерно на отрезке [6;2тг - S].
131. Доказать, что если последовательность {Ьп} монотонно стре-

оо

мится к нулю, то ряд V^ bnsmnx:
n=l

1) сходится на всей числовой оси;

2) при любом S > 0 сходится равномерно на отрезке [6;2тг - S].
132. Доказать, что если последовательность {Ьп} убывает, то для

оо

равномерной сходимости на отрезке [0; 2тг] ряда V^ 6n sinnx необхо-

необходимо и достаточно, чтобы lim пЪп = 0. п=1

п—юо

133. Привести пример тригонометрического ряда, который схо-

сходится равномерно на отрезке [—тг;тг], но не сходится абсолютно во

всех точках этого отрезка.

-* о а тт Г V^ sin kx 1
134. Доказать, что последовательность < > —-— > ограничена

I
'

^ к \

на всей числовой оси. k1

Г V^ sin kx
< > —-—

I
'

^ к
k=1

135. Доказать, что если последовательность {Ьп} убывает,
а последовательность {nbn} ограничена, то частичные суммы ря-

оо

да ^^bnsmnx ограничены в совокупности, т. е. существует такая

71=1

постоянная с > 0, что для всех х G [—тг; тг] и всех п G А/ выполняется

неравенство

2_^ Ьк sin kx ^ с.

к=1

136. Пусть / — непрерывная функция с периодом 2тг. Выразить
коэффициенты Фурье Ап, Вп свертки

+ t)dt

через коэффициенты Фурье ап, Ъп функции /.

137. Найти выражение коэффициентов Фурье Ап, Вп функции
Стеклова

х — h

h(x)= -^ I f(t)dt, h>0,
x+h

через коэффициенты Фурье ап, Ъп 2тг-периодической, абсолютно ин-

интегрируемой на периоде функции /.
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138. С помощью равенства Парсеваля для функции

найти суммы рядов
ОО

L, х\ < а,

3, а < х\ < тг,

) ^ 9J

па „ \-^ cos па
-,— и bo =

П=1 П=1

139. Пусть квадрат функции / интегрируем на отрезке [—тг;тг].
Доказать, что

7Г

(f(x) - Sn+I(x;f)Jdx ^ I (f(x) - Sn(x;f)Jdx, n G N.

140. Доказать, что если все коэффициенты Фурье функции / с

интегрируемым на отрезке [—тг; тг] квадратом равны нулю, то
7Г

/ \f(x)\dx = 0. В частности, если при этом функция / непрерыв-
— 7Г

на, то /(ж) = 0 на отрезке [—тг;тг].

В задачах 141 и 142 квадраты функций fug интегрируемы на

отрезке [—тг; тг]:

/ ~ ао + 2_, (ап cos nx + bn sin nx);
n=l

ОО

g
~ ао + 2^ (ап cos пх + Рп sin nx).

n=l

141. Доказать, что если ао
=

ао, ап
=

ап, 6n = /3n, n G А/, то

В частности, если при этом функции fug непрерывны, то /(ж) =

= д(х) на отрезке [—тг;тг].
7Г (X)

142. Доказать, что - / f(x)g(x) dx = 2аоао + ^(anan + bn^n).
-тг n=l

143. Пусть функции fug имеют интегрируемые квадраты на от-

отрезке [—тг;тг]. Доказать, что ряд Фурье произведения fg функ-
функций fug может быть получен почленным перемножением рядов

Фурье этих функций.

144. Пусть функция / непрерывна на отрезке [0;тг], имеет про-

производную, квадрат которой интегрируем на этом отрезке, и /@) =
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= /(тг) = 0. Доказать, что тогда

ТГ ТГ

/ (f(x)Jdx ^ / (f'(x)Jdx.
о о

145. Пусть функция / непрерывна на отрезке [—тг;тг], имеет про-

производную, квадрат которой интегрируем на этом отрезке, /(—тг) =

ТГ

= /(тг) и / /(ж) dx = 0. Доказать, что тогда

-тг ^ 7
/ (f(r)Jr1r < / (f'(r)Jr]r

-тг О

Найти сумму ряда A46-178).
00 °° °°

' 2^ п\
' ' 1^ п\

• * 2^~ >

Bп-1)!
'

П=1 П=1 71=1

ОО
.

ОО

149. ^(-l)n+1 ^Г-'п! 15°*

п=1

оо

151. V(-Dn!^^. 152.

п=1 п=0
оо оо

ОО

. 154.V(-ir
V^/ Лхп

COSUX

п=1 п=2
оо

,
оо

155. > (-1)п^ . 156. > (-l)n^ cosnx.

OO OO

157. > (
— 1) -i, sinnx. 158. > (

— 1) 7 Г7—
*-^ n2 — 1 ^^ (n+l)(n4
oo

m

oo

\~^/ чхи-1 sinnx .«Лгч \~^ sinnx

Z,A' („ + !)(„+ 2)' ^n(n + ^)
OO OO

162. Ti-ir-1 со8Bп-1)ж
) ;22,y

n(n2+a2)
n=l

'
n=l

cos2x , cos3x , cos4x ,

-ГТ
+
-jrr

+
-3T4-

+ -

cos2x , cos3x , cos4x ,

+ + +-

TT2T3
+

2T3TT
+

3T

cos 2ж
,

cos4ic cos6x
+ +

167
cos3x

oo

71=1

OO

77=1

sinBn -

Bn-
-1)ж
1K

•

1 cosBn -

2n-

-i)x
¦1
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оо оо

169. У(-1)п-г 81ПBП~1)Ж
. 170. У(-1)п-г Ш8BП~1)Ж

.

^v ;
2n-l ^v ;

Bn-lJn
n=l n=l

v У

^ ^_^
1 cos Зж 1-3 cos Ъх 1-3-5 cos 7х

171. cos* +
5
— +

~А
— +

^Гб
— + -

172. si

cos ж 1 cos Зх 1-3 cos 5ж 1-3-5 cos 7ж

ТТ 2 3-4 2^4 5-6 2-4-6 7-8
'"

sin ж
,

1 sin Зж
,
1-3 cos 5ж

,

п

^ ^_^ V^ a ii-i t ъг* V^ sin na smnx
175. > —cosnx, а < 1. 176. > .

n=l n=l

у
suSn

у
n=l

178.

n=l

ОТВЕТЫ

..и ь

4' 2Й-

- cos2x;

1

8

1
— cos 4ж 4

2) - cos a

cos4x;

3 .

"

512
C°S6

1
"

+
4
cos3x;

1 3

512

35 7 1 5 5 1
5) — H cos4x H—- cos8x; 6) - sin ж sin3x H sin5x.

2. Совпадает с Тп(х).
О7/3 / 1 7ГЖ 2 + 7Г.7ГЖ\ / 1 27ГЖ
3. /1 hi г cos ——I — sm -— I + I cos —

V16 V тг^ / 2тг^ / / V 2тН /

1 . 2тгж\ , ( 1 Зтгж
,
-2 + Зтг . Зтгж

--—sin
4тг I ) \ 9тг2 / 1^

оо

4. ж = 2 > (-l)n+i ,
-тг < х < тг; 0.

^^ п
п=1

оо

/г/ \ _
l 2 V^ sinBn-l)x |

1
• /W -

2
+ ~

2^ 2n-l
' < |Ж < 7Г'

2
'

n=l

6
л / \ x ^ smi z?7/ ~n x )ж ^ I I j-.

• /(ж) = /, —\ r^' 0 < |ж| < тг; 0.

n=0
oo

rr *f~\ -
4a V^ sinBn + Х)ж n /
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8. fix) = тг + 2 > (-1)
^

, -тг < ж < тг: тт.
^^ n
n=l
oo

Q I I _
тг 4

^-^ cosBn + l)x . .

'Ж' ~ 2* тг ^ Bn + IJ
'

^ ^ Ж ^ 7Г'

n=0 v У

io. /0) = - -

n=l

oo

J yJU J
—

—~— —

О

П=1

—тг < x < tt; 5tt/2
4

oo
. ,„ ..

oo
, _^

12. sk

—тг < х < тг; тг/2

тг ^^ 2n — 1 ^-^ 2n + 1 4
n=l n=0

oo

4 9 4 ж—> 1 On 1

13-
I
+
7Z,B^ijsm—«¦

n=l
oo

1
. 1 4 y^ cosTrBn— l)x

2 тг2 ^ Bn - IJ
'

oo

П=1

16.
2 тг ^

n=l

OO
, ч »n I 1 ,

l)n+1 ,o
_

^_ cosBn _ 1)ж.

sinnx.
ТГ

n=l
00

/ чп_1_1
°°

18. ^tt2+4V bi^cosnx. 19. У(-1)»(Ц - *L) sinnx
3 ^-^ n2 ^-^v y V п3 га

n=l n=l

20. — sh атт ( h >^ Л—^т (a cos nx — n sin пж) ).
тг V2a ^^ a2 + n2

v V
n=l

O1
e2" - 1 4 ^ (_i)V* - 1

21. — h - > -—Чг—-Л cosnx.
2тг тг *-^ n2 +4

n=l
oo

sinnx

n2 — a2тг ^-^ч '

n* - a-
n=l

oo

OQ
2 siriTra / 1

, V^/ Hxna cosnx

n=l

24. 1 - - cos x + 2 Y^ 2
cos пж.
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25.

27.

31

32.

35

37.

39.

41.

43.

лл

45.

2)

3)

и

тг

2-

2

3

4

ТГ

4

тг

1

2

тг

2

тг

4

1

2

тг

2

1)

2 ^

тг *

4тг2
q°

) V—^ ( — 1) П

^ Dп2 — IJ
n=l

v У

А 2(-1)п-1 .

X х 7
Q1TI 7ГТ) Т*

^^ птг

оо

D V~^ 1 . 2 ТГ^

71=1

ОО

8 у^ cosBn + l)x т о^

п=0

оо

Зтг
!

2 ^^ 1 /
^

птг

^
71=1

П

V^ 1 • птг 4
> - sin — cos пх

—

-

Z-/ п 2 тг
71=1

ОО

оо

71=1

4 ^ (-l)n+1cos2nx
1

тт 2^ 4п2 - 1

/1 / 1 \ ^
4 V "^ (

— X )

тг ^^ 1 _ 4п2
71=1

ОО

^-^ Bп
— 1) sinBn — 1)х

2^ Bп-3)Bп + 1)
оо

д

тг ^^ 4А;2
к=1

оо
4 у^ cosBn + 1)тгж
тг2 2^ Bп + 1J

тг2 \-^ (-1)п cosnx
<

о / j 2
'

71=1

оо
2

Г~^ /

^ \П+1 Z' ^" 2A — (
—^

^ ^^ V ?7- 71

26.

28.

2тгпх

3

оо

71=1

1 1 г

V (

к=1

оо

* ho
1

'

4

. 38

40.

. 42

А;
от

! -1

~1) )
3

оо

^ ^-^ ^ cos пж тг sin пх) \

71=1

1 1

- Ч
тг

i2n.

п

1 ^ '

fc +

(-
BЛ

2 <

2

тг

2

тг

8

п2А

I sir

5!

1 2 ^ СО82пж

2 тг ^-^ An2 — 1
71=1

4
у, (_х)п

со^^
ТГ2 ^^ п2

^^^ " """

X

оо

оч
8
^^ cosBn — 1)х

п=1

k

- cosBk + 1)х.

-1)к
+ 1J

-1П - 1

^ cosDn — 2)пх

hi Bп J
'

ОО

4 ^-^ cos 2nx

тг ^^ 4п2 — 1
'

4 ^-^ cosBn — 1)х
тг 2^ Bп-1J

71=1

ОО

,
4 \~^v 1 . 2 КП

-\ > — sm — cosnx.
тг ^-^ п2 4

71=1

тг2
q

тг2
q

тг2
Сл

'
1 9

'
&

*

О
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оо

46.1) - - — ^2 -?C0S7rn^;
п=1

-i
4 \ sinBn — 1)тгж sin27rnx\

^ U тг2Bп-1J/ 2п-1 2^ У*
оо

.^ 7Г . 16
47. -smX--

п=1 ч

oo

ЛГк
1

ел л ел V^ 2 COS ПТГ — 1 ТГПЖ
49. —— + 2 In 2 > —5 cos т^г •

In 2 ^^ In 2 + п2тг2 In 2
га=1

кп
4 ^ sin2(nTr/4) .

К1
8 ^ (-1)п . тгBп-

50. - > —^-^ sinnx. 51. — > -^—^Ц— sm
v

^
_,^. _.

^2 ^ Bn + iJ
—

2
71=1 П=0 V У

ко ^
еа7Г-1

, 2af (-1)пей7Г-1 п^
.

52. 1) 1 >
-—'-

cosnx, 0 ^ х ^ тг:
атг тг *-^ а2 + п2

71=1

ОО

2) - У^A - (-1)пеа7Г) 9

П

9 sinnx, 0 < ж < тт.у
тг ^^v

v у у
а2 +п2

п=1

53. Если а нецелое, то

2sin2(aTr/2) ,
2а ^ (l-(-l)ncosTra)

sinax = ——^-
-\ У ^^— cosnx;

тга тг *—^ а — п
71=1

если а целое и четное: а = 2т, то

оо

.
Л

8m v^ cosBn —
sm 2??гж = — х

71- Z-^ BmJ- Bn-lJ
'

а если а = 2m + 1 нечетное, то

оо

sm{2m-l)x=*f X
' "'" - ^ COs2ra

( ^31 + 2Bm 1) E Bro _ 1J _ {2ny-

- . 2 / а v^ sin па \ _ _ 2а / 1 v^ /^ sin па \ \

54. - - + > cos nx . 55. — - + > cos nx .

тг V 2 ^-^ n J тг V 2 ^-^ V na J J
n=l n=l

2? x^—> p4^n+i.)x чЪ тг x—> (—^
57. / ~ > . 58. fix) = > -——e.J

тг Z_^ 2n + 1
V ^

ТГ Z^ I -in
n=— oo n=— oo

( Y^' означает, что

n = o).
n=— oo

суммирование не распространяется на значение

60. 1) 1 + 2 ^ ап cos пж, -тг ^ х ^ тт;
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2) J2 a"

ra=O

61. 1) -1п2-

—тг ^ ж ^ тг.

71=1

2) In = -2E
cosBn

, fceZ;

T z^: 7ГТ> П (^ 7Jb -f— /I / b, I b KZ. ?— .

n=0

66. /(-ж) = f{x)- /(тг - ж) = -/(ж).
67. f(-x) = -f(x); f{n-x)=f{x).

•1) -2 Е (^

72. 1) an = 0, Ъ2к^ = 0; 2) an = 0, 62fe = 0.

73. ап = an, /3n = -Ьп; 74. ап = -an, /3n = Ьп
84. (еж - еж+7Г)/2 при х е (-тг;О), 1 - (е* - е"

и (еж -ех-п)/2 при xG (О;тг).
111. 1) Да; 2) да; 3) да; 4) нет.

71=1

116.1) ZL
3

3) cosnx.

n=l

123. 1) \ak\ ^Xk/k, bk=0 (fee A/);
2) |ЬЛ|^АЛ, a, =0 (& = 0,1,2,...);
3) \ak\ <: Xk/k11, bk=0 (fee «); 4) |a,
5) |ал| ^ \k/k\ bk=0 (fee A/); 6) |a*|

136. A0 = a§, An =

sinn/i
= an

n=2

137. Ao = a0,
sinn/i

при х = 0

= 0 (к G /V);
= 0 (fee A/).

= 0, n G A/.

,
n G N.n

——

, Bn = bn ——
nh nh

138. а(тг - a)/2; (тг2 - Зтга + За2)/б.
146. ecosx cos(sinx). 147. еСОЙЖ sin(sinx). 148. sin(cosx)ch (sinж).
149. cos(cosx)sh(sinx). 150. cos(cosx)ch (sinж).
151. sin(cosx)sh (sin ж). 152. A + cos ж) In f 2 cos - j H—ж sin ж.

1 / ж \
153. - жA + cos ж) — sin ж In f 2 cos —

j.
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154. - A — ж sin ж cos xJ. 155. sin x In B cos - J
— - sin x.

156. cos ж In B cos §) — - + - cos ж. 157. - (ж cos x +
- sinx).

V2/24 2 V 2/

158. (cos ж + cos 2ж) In f 2 cos - ) H— (sin ж + sin 2x) — cos x.

159. (sin ж + sin 2x) In f 2 cos — j — — (cos x + cos 2x) — sin x.

160. —- (тг — x — тг ch ax + тг cth атг sh ax).
2az

161. —- — x).2a2 V shavr /

162. cos ж lnB cos ж) + ж sin ж, если 0 ^ ж < тг/2,
cos ж lnB | совж!) + (ж - тг) sin ж, если тг/2 < ж ^ тг.

163. A — cos ж) In B sin — J sin ж + cos ж.

164. A — cos ж) In B sin - J + - cos ж — -.

165. s'mx. 166. —(тг —ж). 167. — cos2 ж совж.
2 4 8 8 3

168. тг/4, если 0 ^ ж < тг/2, и -тг/4, если тг/2 < ж ^ тг.

170. — (cos ж lnB cos ж) + ж sin ж), если 0 ^ ж < —

,

- - - - (со8ж1пB | совж!) + (ж - тг) sin ж), если - < ж < тг.

171. arcsm = = arccos л/йшж, 0 ^ ж ^ тг.

V1 + sin х

172. 1п(д/1 + sin ж + л/sin ж) = агвЬл/йтж, 0 ^ ж ^ тг.

173. arcsm . + V2 sinxcos - + - — cos ж.

V1 + sin x V 2 4 У

174. ln(v 1 + sin ж + v sin ж) — v 2 sin ж sin ( —|— ) + sin ж.
V 2 4 /

175. --1пA-2асо8ж + а2). 176. - In
w/2

v 7
2 sm((x-a)/2)

177. тг/4, если 0 < ж < 2а; 0, если 2а < ж < 2тг - 2а;
—тг/4, если 2тг — 2а < ж < 2тг.

1 >то j.
r sin а

178. arctg .

1 + г cos a

§ 23. Асимптотические представления функций

СПРАВОЧНЫЕ СВЕДЕНИЯ

1. Асимптотические равенства. Часто бывает полезно для

функции /, заданной в окрестности конечной или бесконечно удален-

удаленной точки жо, найти в каком-то смысле более простую функцию (на-
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пример, элементарную, если функция не была элементарной) асимп-

асимптотически равную ей.

2. Степенные асимптотические ряды. Пусть функция / опре-

определена при х ^ а. Ряд вида

ао-\ Ь — +...+ — +... A)
X X2 Хп

называется степенным асимптотическим рядом (или асимптотичес-

асимптотическим разложением) функции / при х —у +оо, если его частичная сумма

Sn(x) = J2^ B)

удовлетворяет условию

f(x)-Sn(x)=o^y х^+ос, п = 0,1,... C)

Это условие равносильно существованию конечных пределов

lim f(x) = ao, Hm xn(f(x) - Sn_i(x)) = an, n G A/, D)
x—>-+oo x—>-+oo

которые представляют собой коэффициенты ряда A). Отсюда следу-
следует единственность разложения функции в степенной асимптотичес-

асимптотический ряд.

Если ряд A) является асимптотическим рядом функции /, то

ПИШУТ оо

п=0

3. Общие асимптотические ряды. Последовательность функ-
функций срп(х), п = 0,1,2,..., определенных в некоторой проколотой ок-

окрестности точки хо (конечной или бесконечно удаленной), называ-

называется асимптотической последовательностью при х —> жо, если для

всех п имеет место соотношение

<Pn+i(x) = o(<pn(x)), х -у ж0.

Примером асимптотических последовательностей при х —> хо яв-

являются последовательности (рп(х) = (х — жо)п, если хо
— конечная

точка, и (рп(х) = х~п, если ж0
= +оо или ж0

=
-оо, п = 0,1,2,...

Пусть {(рп(х)}
— асимптотическая последовательность при х -у

-У х0. Ряд

аО(ро(х) + ацр^х) + ... + апсрп(х) + ... E)
называется асимптотическим рядом (или асимптотическим разложе-

разложением) при х —У хо заданной функции /, определенной в некоторой
проколотой окрестности точки жо, если его частичные суммы

Sn(x) = аО(ро(х) + ацр!(х) + ... + ап(рп(х)
удовлетворяют условию: для любого п = 0,1, 2,... имеет место асимп-

асимптотическое равенство

f(x) - Sn(x) = o(<pn(x)), х -у х0.
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ПРИМЕРЫ С РЕШЕНИЯМИ

Пример 1. Доказать, что

X 2
Г sin t ,, 1 ,

,п,\ dt ~ -

тж, ж —У оо. F)
J t 2
О

А Разбив промежуток интегрирования от 0 до ж на два проме-

промежутка: от 0 до 1 и от 1 до ж, а затем применив формулу sin2 t =

= A — cos2t)/2, получим

}sm2t ljt fsin2t ljt 1 }dt 1 }cos2t ljt

/ (it = / dt + / dt =
У t У t 2j t 2j t
о о li

1
9

u
+oo

T-r /" sin t ,, Г cos2t ,,

Поскольку / dt — константа, а интеграл / dt сходится,
j t j t
0 1

то из равенства G) следует, что

2

lim -5- = 1.

Это означает, что выполнено асимптотическое равенство F). А

Пример 2. Найти асимптотическое разложение при ж —> +оо для

функции
+оо

/(ж) = J ^-dt, ж >0, (8)
X

и доказать, что оно расходится для всех ж > 0.

А Проинтегрировав по частям п раз, получим

2!

т =

16~
! !

,
2!

X X2 X6

Положив

будем в силу (9) иметь

\f(x)-Sn(x)\=n\ f g
+ОО
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Проинтегрировав еще раз по частям, получим

+оо x_t

|/(ж) - Sn(x)\ = ^i_ _ (п + 1)! I ^ dt <С -^ = о(^), ж ^ +оо.

X

00 / -|\п-1/

Следовательно, ряд S^ -— ^ является асимптотическим ря-
' ¦ X
п=1

дом для функции (8). Его расходимость для всех ж > 0 следует, на-

например, из признака Даламбера. А

ЗАДАЧИ

Доказать асимптотическое равенство A-6).
X

1

2

. /—^5 —а~, ж^+оо, а<0,

2. ftae-1/tdt^xa+2e-1/x, x -> +0.

3.
л/Т

а

+оо

, Г sint _f ,,
1 _т/ .

,
ч

4. / . в at ~ —^е (sinx + cosx), ж —>-+00.

+ОО

5. / лЛ2 + 1 sin e* dt ~ xe~x cos еж, ж —>-+оо.

ж
ж

6. / Vt2 + le* sin t dt ~ - xe^(sinx - cos ж), ж ->• +оо.

о

7. Найти элементарную функцию, асимптотически равную при

ж —> +оо интегралу

+00
. 2

8. Доказать, что / cos t2 dt = - S"^ + О ( — J, x ->• +00

+oo

/COS
X / 1 \

sint dt = hO —

, ж —> +oo.
2ж V ж3/

10. Доказать, что

+оо
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11. Доказать формулу Стирлинга

T(s + 1) ~ л/2тге~^+1//2, s ->• +00,
где

+ОО

= Г e~xxsdx, s > -1,

— гамма-функция.
12. Доказать: если неотрицательная, непрерывная, не равная тож-

тождественно нулю функция / имеет при t > 1 период Т:

/(* +Г) = /(*), Г>0,
то

/ ^-^- dt ~ A In ж, ж ->• +оо, А = const.

1

13. Доказать, что

/• ln(l +cos2t) ,, D1 , D/ —^ -at ~ Б In ж, ж ->• +00, Б = const.

1

14. Найти асимптотический ряд для функции /(ж) = е~ж, ж > 0.

Установить следующие асимптотические разложения при ж ->• +оо

A5-16)

15.

|-оо

16 '

J 2х 24*
^

23Ж5
-

17. Доказать, что если ряд A) сходится к некоторой функ-
функции, то он является и асимптотическим разложением этой функции
при ж —У +00.

18. Доказать, что для того, чтобы ряд A) являлся асимптотичес-

асимптотическим рядом при ж —> +00 для функции /, необходимо и достаточно,

чтобы

/(ж) - Sn(x) = 0(^т), х -> +оо, n G Л/,

где Sn(x) — частичная сумма ряда A).
19. Доказать, что если

п=0 п=1

то для любых чисел Л и \i имеет место

п=0
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20. Доказать, что если имеют место асимптотические разложе-

разложения (9), тоV /' оо ™

f(x)g(x) ~ ^^ ~^» х ~^ +°°> где
n=0 k=0

оо

21. Доказать, что если fn(x) ~ У^ ^-, х -у +оо, и а0 ф 0, то

функция 1//(ж) также имеет асимптотическое разложение

оо

f{x) ао ^^ хп
'

где коэффициент <in, n G А/, этого разложения выражается через ко-

коэффициенты ао, ai,..., ап.

22. Доказать: если функция / непрерывна при х ^ а > 0 и име-

имеет асимптотическое разложение, начинающееся с члена порядка 1/х2 :

ТО +оо

/
т. е. в указанном случае асимптотический ряд можно почленно интег-

интегрировать.

23. Доказать, что если функция / раскладывается в асимптоти-

асимптотический ряд ^

и если она имеет при х ^ а непрерывную производную, которая так-

также раскладывается при х —у +оо в асимптотический ряд, то этот ряд

получается формальным почленным дифференцированием ряда A1):

71=1

24. Доказать: если функция / имеет асимптотическое разложе-

разложение A) без свободного члена (ао =0), то его можно формально по-

потенцировать, т. е. асимптотическое разложение функции е^х^ при
х —у +оо можно получить, если в ряде

ef(x) = f- W*))"
^ п

заменить функцию / ее асимптотическим разложением A), формаль-
формально произвести возведение в степень и объединить подобные члены.
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25. Найти асимптотическое разложение A) для функции f(x) =

= e~xsinex, х ->• +оо, и доказать, что производная f'(x) не раскла-

раскладывается в степенной асимптотический ряд при х —У +оо.

26. Найти асимптотическое разложение A) при х —у +оо для функ-

функции оо
k

Е
k=i

27. Доказать, что следующие последовательности являются асимп-

асимптотическими (последовательность {ап} строго возрастает):
1) {(х - жоН, х -> х0; 2) {1/жп}, х -> +оо;

3) {1/хап}, х -у +оо; 4) {хап}, х -у 0;
5) {\пап х}, х ^ 1, х -+ +оо; 6) {хапе~х}, х -+ +оо.

28. Доказать, что если {срп(х)} — асимптотическая при х —> хо

последовательность, то для того, чтобы ряд E) являлся асимптотичес-

асимптотическим разложением функции / при х ->• ж0, необходимо и достаточно,

чтобы

f(x) - Sn(x) = O(ipn+i(x)), х -^ хо, п = 0,1,2,...

29. Доказать, что если (рп(х) ф 0 при х ф ж0, п — 0,1,..., а /
раскладывается при х —У хо в асимптотический ряд E), то его коэф-
коэффициенты последовательно определяются по формулам

/

а0
= lim /(ж), ап = lim —гт ( /(ж) -

0 0 ^п() \ ^

30. Разложить при х —>¦ +оо в асимптотический ряд функцию

F{x\a)= Iе— dt, x > 0, а > 0.

Ж

Доказать, что действительной и мнимой частью интеграла -F(x2; - )
являются неполные интегралы Френеля

+ОО +ОО

/ cost2 (it, / sint2 (it.

ж ж

31. Найти асимптотическое разложение неполной гамма-функции
+ОО

Г($;ж) = / t'^e-tdt, x > 0.

ОТВЕТЫ

7. -Inж. 14. Все члены асимптотического ряда равны нулю.

25. Все члены асимптотического ряда функции / равны нулю.
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26. an = (-1O1-1 > кп~хск. 30. — >
k=l n=0

oo

Efg \)(s 2) (s n + 1)
.

xn
n=0

§ 24. Бесконечные произведения

СПРАВОЧНЫЕ СВЕДЕНИЯ

Пусть задана числовая последовательность {рп}, и пусть

Рп =PlP2...Pn =

k=l

Тогда если существует конечный или определенного знака бесконеч-

бесконечный предел

lim Рп, A)
п—>-оо

то его называют бесконечным произведением членов последовательнос-
оо

ти {Рп} и обозначают ТТ рп или р\Р2---Рп---

Таким образом, ^

п~

п

Прп= lim Pn= lim ТТрь B)
п—уоо п—уоо хх

п=1 k=l

Если предел A) конечен и не равен нулю, то говорят, что бесконеч-

оо

ное произведение JJ рп сходится; в противном случае (в частности,

71=1

когда предел A) не существует) говорят, что оно расходится. Если пре-
(X)

дел A) равен нулю, то говорят, что бесконечное произведение ТТ рп

расходится к нулю.
п=1

Сходимость бесконечного произведения B) положительных сомно-

сомножителей рп > 0, п G А/, тесно связана со сходимостью ряда

71=1

получающегося формальным логарифмированием данного бесконеч-

бесконечного произведения.

Бесконечное произведение

оо

Д Рп, Рп > 0, п G Л/,
71=1
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называется абсолютно сходящимся, если абсолютно сходится ряд C).
Примером бесконечного произведения является следующее пред-

представление синуса в произвольной точке ж:

71=1

ПРИМЕРЫ С РЕШЕНИЯМИ
ОО

Пример 1. Найти ДA + ж2п).
п=0

А Поскольку в данном случае Рп = A + ж)...A + ж2п), то

A - х)Рп = A - ж2)A + ж2)...A + х2п) = ... = 1 - ж2п+1. Поэтому

р —

l x

1-х

и если |ж| < 1, то

.. ... --x 1-х'
n=0

а если |ж| ^ 1,х/ 1, то

TT A + ж2п) = Hm = +00.
AJ- n—^oo 1-Х

При ж = 1 получим 2 • 2...2... = +оо. Таким образом,

ОО

(Л _l ^2^^ - J """А1 - Ж^ |Ж| < 1,

Пример 2. Доказать формулу Валлиса

п=1

А Проинтегрировав неравенство sin2n+1 ж ^ sin2n ж ^ sin271 ж
от 0 до тг/2, получим

тг/2 тг/2 тг/2

fsm2n+1xdx^ fsin2nxdx^ f sin271 ж^ж,
О 0 0

и поскольку (см. задачу 208 § 6)

?/2 -
Bn)!! "fsin2™ ж ^ж - Bп~1)!! ^

~

Bn + l)!!' У Sm ЖЙЖ~

Bп)!! 2'
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то

Bп)!! Bп-1)!!тг Bn-2)!!
Bn + 1)!! Bn)!! 2^ Bn — 1)!!'

Отсюда
d_ef 1 / Bn)!! \2 тг 1 / Bn)!! \2 d_ef

Xn ~

2n + 1 V Bn - 1)!! / 2 2n V Bn - 1)!! У
Хп ~ Уп'

В силу этих неравенств

1 1 / Bn)!! \2 1 тг

l VBn-1)!!7 ^2n24U^п Жп~
2n 2n + l VBn-1)!

при п —у оо, и поэтому lim (уп — хп) = 0, т. е. отрезки [хп;уп] со-
п—>-оо

держат точку тг/2 и их длины стремятся к нулю. Следовательно,

lim хп = тг/2, lim уп = тг/2. F)
п—>-оо п—>-оо

Поскольку
2

2-2-4-4...2п-2п тт 4А;2
Жп ~

2п + 1 1Bп-1)!!У
~

l-3-3-5...Bn-l)Bn + l)
~ П 4А;2 - 1'

к—1

то первое из равенств F) и означает справедливость формулы Вал-
лиса E). А

ЗАДАЧИ

1. Выяснить, сходится или расходится бесконечное произведение:
(X) (X) (X)

!) ТТ -; 2) ТТ ^т; 3) TTcos--' 11 п
' У 11 П+ 1

' У 11 П
1 1 1

+
п=1 п=1

Доказать равенство B-11).

п=1

п=1

Указание. В задачах 7 и 8 воспользоваться формулой Валли-
са E).
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л тт х sinх
1 п ТТ 1

х с^х
9. cos — = . 10. ch — = .

11 2п х 11 2п х

оо

_! _!
тт Зп Зп 2тг

_} Зп - 1 Зп + 1

12. Доказать, что если бесконечное произведение JJ рп сходится,
оо п—1

то сходятся и все его остаточные произведения JJ pm, n Е А/, и если

т=п
оо

сходится хотя бы одно остаточное произведение ТТ рт и р^ / О,

& = 1, 2,..., п — 1, то сходится и бесконечное произведение ТТ рп.

оо
n=1

13. Доказать, что если бесконечное произведение JJ рп сходится,

то lim рт = 1. п=1

оо

14. Доказать: если бесконечное произведение ТТ рп сходится и

Q« = ТТ Рт, то lim Qn = 1.
Х Х П—^ОО

15. Доказать, что если бесконечное произведение сходится, то, на-

начиная с некоторого номера, все его сомножители имеют один и тот

же знак.
оо

16. Доказать, что для того, чтобы бесконечное произведение JJ рп,

п=1

рп > 0, п G А/, сходилось, необходимо и достаточно, чтобы сходился
оо

ряд ^1прп, и что при выполнении этого условия

п=1 °°
л~г

= е°, где ? =

17. Следует ли из сходимости бесконечных произведений ТТ рп
оо

и JJ ^п, рп > 0, ^п > 0, п G А/, сходимость произведений:
71=1

7п5 Рп > О, #п > О, п ^ А/, сходимость произведений:
71=1

ОО ОО ОО ОО

; 2) П(р„-д„); 3) Д pn<?n; 4) Д ^
18. Доказать: если для всех п ип ф — 1 и для всех п, начиная

с некоторого, выполняется неравенство ип > 0 (или un < 0), то для
оо

сходимости бесконечного произведения ТТ A + ип):
71=1
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1) необходимо, чтобы lim un = 0;

2) необходимо и достаточно, чтобы сходился ряд У^ ип.

п=1

19. Доказать, что бесконечное произведение

сходится, а ряд

расходится.

20. Доказать: если ип ф — 1 для всех п и если сходятся ряды

то сходится и бесконечное произведение ТТ A + ип).
п=1

21. Доказать, что если бесконечное произведение ТТ A + ип), где

{ -4=, n = 2k-i,n=l
ип=\ J_+l^J_

оо оо

сходится, а оба ряда V^ un и V^ г^ расходятся.

22. Доказать, что для того, чтобы бесконечное произведение
оо

ТТ Pnj Рп > О, n G А/, равнялось нулю, необходимо и достаточно,

оо

чтобы у^\прп = —оо.

n=1 оо

23. Доказать, что если — 1 < ип < 0, п G А/, и ряд > i&n pacxo-
оо i^—f

дится, то I I A + ип) = 0.

24. Доказать, что если — 1 < ип < 0, n G А/, ряд V^ i&n сходится,
оо оо ^^

ЕТТ
п=1

un расходится, то ||A + ^п) = 0.

п=1 п=1

25. Доказать, что если бесконечное произведение абсолютно схо-

сходится, то оно сходится.

26. Доказать, что абсолютно сходящееся бесконечное произведение

не зависит от порядка сомножителей.
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27. Доказать, что для того, чтобы бесконечное произведение

Vni Pn > О, n E Л/, сходилось, необходимо и достаточно, чтобы

71=1

для любого г > 0 нашлось такое по, что для всех п > по и всех & > О

выполнялось неравенство
n+k

Рт-1 < г.

28. Доказать, что для абсолютной сходимости бесконечного про-
оо

изведения JJ_A + ип), где ип ф — 1 для всех п, необходимо и доста-

п=1

точно, чтобы абсолютно сходился ряд

п=1

ПР
I /^
— = е

, где С
— постоянная Эйлера:

С = lim
\

In n

30. Доказать, что если F(fc) — полный эллиптический интеграл

1-го рода (см. задачи 230 и 231 § 6), то

оо .,

71=1

ОО

31. Найти
1/n)"

П=1

32. Выяснить, сходится или расходится бесконечное произведение

оо

П^^, а> /3,
а + п

п=0

и можно ли говорить о его значении.

Доказать сходимость и найти следующие бесконечные произведе-
произведения C3-36).

оо

/n, a > 0.36. Д a(
71=1

ОО

37. Доказать, что ТТ fl -) = 0, 0 < х ^ 1.
11 V пх )
п=2
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Исследовать сходимость следующих бесконечных произведений
C8-45).

оо оо
2

оо

38. ТТ ——. 39. ТТ (? + 1\ . 40. ТТ (l- -).
ni пп+2

n=2 n=l V У
n=2

41. rff!L^iy. 42. TT\/—¦ 43.
HVn2 + l/ llVn + 2
n=2 n=0

(X)

J- 45.

Выяснить, при каких значениях х сходятся бесконечные произве-

произведения D6-55).

50.

V л/п/ I л/п n J V х п
п—1 п—1

оо

55. М л/\п(п + х) - In ж.

га=1

56. Доказать абсолютную сходимость бесконечного произведения
ОО

2

sin х = ж ТТ A ^т ) ? ж 7^ ^^^5 m G Z.
х± V п2тг2 /
71=1

Исследовать на сходимость и абсолютную сходимость следующие

бесконечные произведения E7-63).

Щ
n=l
оо

п=1 п=1
оо

64. При каких значениях х бесконечное произведение ТТ (
()П1 1

l

+ -^-^ ) сходится, абсолютно сходится, расходится, расходится к
пх J

нулюГ
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65. Пусть 0 < хп < тг/2, п Е N. Доказать, что бесконечные произ-

произведения ^ ^

п=1 п=1

сходятся тогда и только тогда, когда сходится ряд у ^хп.
п=1

ОО

66

ОО

. Доказать, что бесконечное произведение ТТ tg f—han),

где \ап\ < —, сходится, если абсолютно сходится ряд у^ ап.

п=1

67. Доказать, что

оо

/l[-q2n-1), 0<q<l
/гл* \ П=1 71=1

(Эйлер).
68. Доказать асимптотическое равенство

——-^— ~
,

п —у оо.

69. Доказать, что

cos ж

71=1
-ПО-

Указание. Воспользоваться разложением синуса в бесконечное

произведение (см. D)).
70. Доказать, что:

1) бесконечное произведение Т(х) = - ТТ , абсолютно
X -1--1- 1 + Х/П

сходится при всех х ф ш, m = О, -1, -2, ...;n=1

2)Г(ж)= lim ч/п!пЖч . -;; v;
n^oo ж(ж + 1)(ж + 2)(ж + п)

'

3) Г(ж + 1) =хГ(х) (Эйлер).
(X)

71. Доказать, что —1— = ес* Д (Х + l)^'^ ^ C ~( )К }
п=1

постоянная Эйлера (Вейерштрасс).
Указание. Воспользоваться результатом задачи 29.

72. Доказать, что Г(ж)ГA - х) = тг/вттгж.
Указание. Воспользоваться результатом задачи 70.

73. Пусть ((х) = V^ — (дзета-функция Римана) и pn, n G А/, —

п=1

последовательные простые числа. Доказать, что
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74. Доказать, что бесконечное произведение ТТ A ) и

оо
±л- V рп)

ряд у, — ? гДе Рп (п € N) — последовательные простые числа, рас-^-^
Рп

п=1

ходятся (Эйлер).
п\еп

75. Доказать, что последовательность хп
= —:—г имеет конечный

пп+1/2
не равный нулю предел а. Получить отсюда формулу Стирлинга

п\ = л/2тгпп+ / е n(l + en), lim гп = 0.
п—>-оо

(X)

Указание. a = xiTT n+1
. Для нахождения значения а восполь-

п=1
П

зоваться формулой Валлиса E).

76. Пусть функции fn непрерывны на отрезке [а; 6], |/n(^)| ^ сп,
(X)

а ^ х ^ b, nGA/, и ряд V^ cn сходится. Доказать, что:

71=1

(X)

1) функция F(x) = ТТA + /п(ж)) непрерывна на отрезке [а;Ь];
71=1

2) если функции /п непрерывно дифференцируемы на отрез-

отрезке [a; b] и ряд

71=1

равномерно сходится на [а; 6], то функция F(x) также непрерывно

дифференцируема на [a; b] и

(X) .

^ (Ж) = ^ (Ж) ^^ 1 + f (ж)
'

п=1
V ^

ОТВЕТЫ

1. 1) Расходится к нулю; 2) расходится к нулю; 3) сходится.

17. 1) Нет; 2) да; 3) да; 4) да. 31. 0. 32. Расходится к нулю.

33. 1/4. 34. 2. 35. 3/7. 36. a~ln2. 38. Расходится к нулю.

39. Сходится. 40. Расходится к нулю.

41. Сходится при любых р. 42. Расходится к нулю.

43. Сходится. 44. Сходится. 45. Сходится.

46. Сходится при х > 1, расходится при х ^ 1.

47. Сходится при х > 1, расходится при х ^ 1.

48. Сходится при любых х ф —к, к G N.
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49. Сходится при любых х ф с + к, к Е N.

50. Сходится при |ж| < 1. 51. Сходится при |ж| < 2.

52. Сходится при |ж| > е.

53. Сходится при любых х ф у/к, к G N.

54. Сходится при любых р и любых х ф тгк, к е Z.

55. Расходится. 57. Сходится, но не абсолютно.

58. Расходится. 59. Расходится. 60. Расходится.

61. Расходится. 62. Сходится, но не абсолютно.

63. Сходится, но не абсолютно.

64. Абсолютно сходится при х > 1; сходится, но не абсолютно при

1/2 < х ^ 1; расходится к нулю при 0 < х ^ 1/2; расходится при х ^ 0.
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